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ΠΧ  ΚΑΝΟΤΜΔ  ΔΠΑΝΑΛΖΦΖ 

 
1. Γηαβάδνπκε  όηη έρνπκε  δηδαρζεί ζην αληίζηνηρν  θεθάιαην. 

2. Μειεηνύκε  πνιύ πξνζεθηηθά ηηο εξσηήζεηο  θαη ηηο απνδείμεηο πνύ 

ππάξρνπλ ζην παξόλ επαλαιεπηηθό βηβιίν  (Κεθάιαην – 1) .Οη εξσηήζεηο πνπ 

έρνπλ ζθηαγξαθεζεί  ,είλαη    SOS  απνδείμεηο  γηα ηηο εμεηάζεηο  !  

3. Διέγρνπκε ηηο γλώζεηο καο  ζηελ ζεσξία απαληώληαο ζηηο  εξσηήζεηο -Λ , 

(ελόηεηα  Β). ηελ ζπλέρεηα ειέγρνπκε ηελ νξζόηεηα ησλ απαληήζεσλ καο 

ζηελ ελόηεηα  Β-α  (ζειίδα  21) 

4. Μειεηνύκε πνιύ θαιά ηηο κεζόδνπο θαη ηηο  αζθήζεηο  γηα εκπέδσζε ηνπο 

ζην θεθάιαην 2  (ζειίδεο 23-65) 

5. Κάλνπκε  εμάζθεζε ζηα  ΘΔΜΑΣΑ  ΠΡΟΟΜΟΗΧΖ   ηνπ 3
νπ

 θεθαιαίνπ 

(ζειίδα  66  θαη αθνξνύλ καζεηέο πξνρσξεκέλνπ επηπέδνπ πνπ ζηνρεύνπλ 

πςειέο βαζκνινγίεο ) . ηελ ζπλέρεηα ειέγρνπκε ηελ νξζόηεηα ησλ ιύζεσλ 

καο  ζηελ ελόηεηα  Β  (ζειίδεο  75 – 101)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

   Καλή   σας   Επιτστία  ! 

Σο παρόν βιβλίο προςφζρεται ΔΩΡΕΑΝ ςε ςυναδζλφουσ ,μαθητζσ  
Γ ΛΤΚΕΙΟΤ και υποψηφίουσ και μπορεί να χρηςιμοποιηθεί ωσ ζχει 
(χωρίσ τροποποιήςεισ) 
ε κάθε περίπτωςη απαγορεφεται η εμπορική χρήςη του από  τρίτουσ , 
η ανάρτηςη του ςτο Internet  κλπ. 
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   ΔΡΩΣΖΔΗ ΘΔΩΡΗΑ-ΣΤΠΟΛΟΓΗΟ  
 

 

 

 

Α                        ΕΡΩΣΗΕΙ  -  ΑΠΟΔΕΙΞΕΙ  θεωρίασ  και  τυπολόγιο   

 

 

1.    Ση νλνκάδνπκε Αξρηθή ζπλάξηεζε ή παξάγνπζα ηεο  f  ζην δηάζηεκα Γ ;  

 

Έζηω  f  κηα ζπλάξηεζε νξηζκέλε ζε έλα δηάζηεκα Δ. Αξρηθή ζπλάξηεζε ή παξάγνπζα ηεο  f  

ζην δηάζηεκα Γ  νλνκάδεηαη θάζε ζπλάξηεζε F πνπ είλαη παξαγωγίζηκε ζην Δ θαη ηζρύεη 

)()( xfxF  ,  γηα θάζε  Δx . 

 

2.  Έστω  f   μια συνάρτηση ορισμένη σε ένα διάστημα Δ. Αν F είναι μια 

παράγουσα της  f   στο Δ, τότε: α) όλες οι συναρτήσεις της μορφής ( ) ( )G x F x c  , 

c R    είναι παράγουσες της f  στο Δ και  β)  κάθε άλλη παράγουσα G  της  f   στο 

Δ παίρνει τη μορφή  ( ) ( )G x F x c  ,    c R . 

 

Απόδεημε 

 

α) θάζε ζπλάξηεζε ηεο κνξθήο cxFxG  )()( , όπνπ c R, είλαη κηα παξάγνπζα ηεο  f ζην Δ, αθνύ              

)()())(()( xfxFcxFxG  ,  γηα θάζε  Δx . 

 Έζηω G είλαη κηα άιιε παξάγνπζα ηεο  f  ζην Δ. Τόηε γηα θάζε Δx  ηζρύνπλ )()( xfxF   θαη 

)()( xfxG  , νπόηε          )()( xFxG  ,  γηα θάζε  Δx . 

Άξα, ζύκθωλα κε ην πόξηζκα ηεο § 2.6, ππάξρεη ζηαζεξά c ηέηνηα, ώζηε cxFxG  )()( ,  γηα θάζε  

Δx .     

 

 

3.   Ση νλνκάδνπκε νξηζκέλν νινθιήξσκα ηεο f ζην [α,β] ;  

 

 

Αλ ε f είλαη ζπλερήο ζην [α,β] ηόηε νξίδνπκε :
1

( ) lim ( )f x dx f x



 








 
  

 
 .  

Δπίζεο νξίδνπκε : ( ) ( )f x dx f x dx
 

 
    θαη ( ) 0f x dx




  

 

 

 

1 
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  4.   Πνηεο είλαη  νη ηδηόηεηεο ηνπ νξηζκέλνπ νινθιεξώκαηνο ; 

 

Έζηω gf ,   ζπλερείο  ζπλαξηήζεηο ζην ],[ βα  θαη μλ, R. Τόηε ηζρύνπλ 

α)    
β

α

β

α
dxxfλdxxfλ )()(                β)    

β

α

β

α

β

α
dxxgdxxfdxxgxf )()()]()([  

γ)      
β

α

β

α

β

α
dxxgμdxxfλdxxgμxfλ )()()]()([  

δ)    Αλ ε  f  είλαη  ζπλερήο  ζε δηάζηεκα Δ θαη , ,    , ηόηε ηζρύεη : 

 
β

γ

γ

α

β

α
dxxfdxxfdxxf )()()(  

ε) Έζηω f κηα  ζπλερήο  ζπλάξηεζε ζε έλα δηάζηεκα ],[ βα . Αλ 0)( xf  γηα θάζε ],[ βαx  θαη ε 

ζπλάξηεζε  f  δελ είλαη παληνύ κεδέλ ζην δηάζηεκα απηό, ηόηε  
β

α
dxxf 0)( . 

 

 

 5. Ση γλσξίδεηε γηα ηε ζπλάξηεζε   ( ) ( )
x

F x f t dt


    ; Πνηα είλαη ε 

       παξάγσγνο ηεο ; 

      ηε ζπλέρεηα λα δώζεηε ηελ γεσκεηξηθή εξκελεία ηεο παξαγώγνπ ηεο. 

 
 

 Αλ  f  είλαη κηα ζπλερήο ζπλάξηεζε ζε έλα δηάζηεκα Δ θαη α είλαη έλα ζεκείν ηνπ Δ, ηόηε ε 

ζπλάξηεζε 
x

α
dttfxF )()( , Δx , είλαη κηα παξάγνπζα ηεο f ζην Δ. Γειαδή ηζρύεη: 

 ( ) ( ) ( )
x

F x f t dt f x



   ,    γηα θάζε    Δx . 

 Δπνπηηθά ην ζπκπέξαζκα ηνπ παξαπάλω ζεωξήκαηνο πξνθύπηεη  ωο εμήο: 





hx

x
dttfxFhxF )()()(    Δκβαδόλ ηνπ ρωξίνπ Ω.  

 hxf  )( ,    γηα κηθξά  0h .Άξα, γηα κηθξά 0h  είλαη   

)(
)()(

xf
h

xFhxF



,νπόηε      )(

)()(
lim)(

0
xf

h

xFhxF
xF

h





  
 

 

6.  Έστω  ( )f x   μια συνεχής συνάρτηση σ’ ένα διάστημα [ , ]  .  

     Αν G  είναι μια παράγουσα της ( )f x    στο[ , ]  , τότε              

                                                        ( ) ( ) ( )f t dt G G



     

 

Απόδεημε 

 

Σύκθωλα κε ην πξνεγνύκελν ζεώξεκα, ε ζπλάξηεζε 
x

α
dttfxF )()(  είλαη κηα παξάγνπζα ηεο  f  

ζην ],[ βα . Δπεηδή θαη ε G είλαη κηα παξάγνπζα ηεο  f  ζην ],[ βα , ζα ππάξρεη c R ηέηνην, ώζηε   : 

cxFxG  )()(      (1) 

 

 β  x  α  O 

 x 

 F(x)  f (x) 

 y=f(x) 

 y 
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Από ηελ (1), γηα αx  , έρνπκε  
α

α
ccdttfcαFαG )()()( , νπόηε )(αGc  . 

Δπνκέλωο,                                )()()( αGxFxG  , 

νπόηε, γηα βx  , έρνπκε           
β

α
αGdttfαGβFβG )()()()()(  

θαη άξα                                     
β

α
αGβGdttf )()()( .   

 

7. Να γξάςεηε ηνπο ηύπνπο ηεο παξαγνληηθήο νινθιήξσζεο θαη ηεο 

αληηθαηάζηαζεο γηα ην   νξηζκέλν νινθιήξσκα.  

 

α) Ιζρύεη όηη : 

                               f (x)g (x)dx [f (x)g(x)] f (x)g(x)dx
 




 
    , 

      όπνπ gf ,  είλαη ζπλερείο ζπλαξηήζεηο ζην ],[ βα . 

 β)  Ιζρύεη όηη : 

                                      
2

1

u

u
f (g(x))g (x)dx f (u)du




   , 

όπνπ gf ,  είλαη ζπλερείο ζπλαξηήζεηο, )(xgu  , dxxgdu )(  θαη  )(1 αgu  , )(2 βgu  . 

 

 

8. Α. Να γξάςεηε ηνλ ηύπν πνπ δίλεη ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ  Ω πνπ νξίδεηαη από ηε 

γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  f , ηηο επζείεο x   , x    θαη ηνλ άμνλα x x  ,όηαλ  ( ) 0f x   γηα 

θάζε [ , ]x     θαη ε ζπλάξηεζε ( )f x είλαη ζπλερήο . 

Β. Να γξάςεηε ηνλ ηύπν πνπ δίλεη ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ  Ω πνπ  πεξηθιείεηαη από 

ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ ,f g  θαη ηηο επζείεο  x   , x     

 

 

Α. Ιζρύεη :    ( ) | ( ) | E f x dx



  

Β. Ιζρύεη :    ( ) | ( ) ( ) | E f x g x dx





 
 

 

9. Να αποδείξετε ότι  αν για τις συναρτήσεις  ,f g είναι  ( ) ( )f x g x   για κάθε 

[ , ]x   , τότε το εμβαδόν του χωρίου Ω που περικλείεται από τις γραφικές 

παραστάσεις των ,f g  και τις ευθείες x   , x    δίνεται από τον τύπο : 

                                                 ( ) ( ( ) ( )) E f x g x dx



    

Απόδεημε 

 

Έζηω, ηώξα, δπν ζπλαξηήζεηο  f  θαη g, ζπλερείο ζην δηάζηεκα ],[ βα  κε 0)()(  xgxf  γηα θάζε 

],[ βαx  θαη Ω ην ρωξίν πνπ πεξηθιείεηαη από ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο ηωλ gf ,  θαη ηηο επζείεο 

αx   θαη βx    



επαλάιεςε - 3                                                                                                                         7  
… Πράξεισ παιδείασ ! 
 

 

 Ω 

 O  x 

 y=g(x) 

 y=f (x) 
 y 

       

 

ΗΜΑΝΣΙΚΔ  ΔΠΙΗΜΑΝΔΙ ΣΟ ΔΜΒΑΓΟ ΥΩΡΙΟΤ 

 

Α.  Υσξίν πνπ νξίδεηαη από ηελ γξ. παξάζηαζε ηεο  f , ηνλ άμνλα  ρ΄ρ ,  θαη ηηο επζείεο 

      x=α  θαη  x=β                

1. Αλ  f(x) 0 , γηα  θάζε   x α,β   

ηόηε      f x dx




       

 

2. Αλ  f(x)  0 , γηα  θάζε   x α,β   

ηόηε      f x dx




     

 

 

3.Αλ  ε  f  δελ  δηαηεξεί  πξόζεκν  ζην  [α , β]   

   ηόηε  ην εκβαδό  είλαη  ην άζξνηζκα  ησλ 

  εκβαδώλ ησλ  ρσξίσλ       ζηα  δηαζηήκαηα  

  πνπ  ε  f  είλαη ζεηηθή  ή αξλεηηθή. 

         
γ βδ

α γ δ

Δ Χ f(x)dx+ -f(x)dx+ f(x)dx     

      όπνπ  γ ,δ  νη  ξίδεο  ηεο  f  ζην  δηάζηεκα  [α ,β] 

 

 

Β.  Υσξίν πνπ νξίδεηαη από ηηο γξ. παξαζηάζεηο ησλ  f , g , ηνλ άμνλα  ρ΄ρ ,  θαη ηηο επζείεο   

     x=α  θαη  x=β                

Όηαλ ε δηαθνξά ( ) ( )f x g x  δελ δηαηεξεί ζηαζεξό πξόζεκν ζην [ , ]  , ηόηε ην εκβαδόλ ηνπ 

ρσξίνπ Ω πνπ πεξηθιείεηαη από ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ ,f g  θαη ηηο επζείεο x    θαη 

x    είλαη ίζν κε ( ) | ( ) ( ) |E f x g x dx



    

 

 

 

 

Παξαηεξνύκε όηη 

   
β

α

β

α

β

α
dxxgxfdxxgdxxfΩΕΩΕΩΕ ))()(()()()()()( 21 . 

Δπνκέλωο,  
β

α
dxxgxfΩE ))()(()(  
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Β                                              ΕΡΩΣΗΕΙ   -Λ   ΤΝΑΡΣΗΩΝ 

 

                                   

 

 

1. Ζ ζπλάξηεζε F (x) = xlnx - x είλαη κηα παξάγνπζα ηεο ζπλάξηεζεο f (x) = lnx 

 

2. Κάζε ζπλερήο ζπλάξηεζε ζε έλα δηάζηεκα Γ, έρεη κόλν κηα παξάγνπζα ζην Γ. 

 

3. Αλ F1, F2 είλαη δπν παξάγνπζεο κηαο ζπλάξηεζεο f, ηόηε απηέο δηαθέξνπλ θαηά κηα ζηαζεξά c 

 

4. H ζπλάξηεζε  
2

lnx 5 
f x

x   2





 δελ έρεη παξάγνπζα ζην δηάζηεκα [1, + ). 

 

5. Αλ f, g παξαγσγίζηκεο ζπλαξηήζεηο, ζα ηζρύεη ν ηύπνο  f  (x)g (́x) dx f (x)g (x)  - f  (x)g (x)dx

 




 

    . 

 

6. Αλ f, g είλαη παξαγσγίζηκεο ζπλαξηήζεηο, ζα ηζρύεη    f (x)g (x) dx f (x)g (x)








  . 

 

7. Ηζρύεη:    f (x)dx f f





     . 

 

 

8. Αλ ε f είλαη δπν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην R, ηόηε ζα ηζρύεη: 

                       f (x)dx f f





      .   

 

9. Οη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ παξαγνπζώλ 

 F1, F2, F3 κηαο ζπλάξηεζεο f, πνπ θαίλνληαη  

ζην δηπιαλό ζρήκα, έρνπλ παξάιιειεο 

 εθαπηνκέλεο ζε θάζε ζεκείν ηνπο κε ηεηκεκέλε x0. 

 

 

10. Οη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ F (x) = e
x
 + c, έρνπλ εθαπηόκελεο παξάιιειεο ζε  

     θάζε ζεκείν ηνπο κε ηεηκεκέλε x0. 

 

11. Ηζρύεη: f (x) g (x)dx f (x)dx g (x)dx

  

  

   
        

   
   . 

 

12. Ηζρύεη όηη  

β 

α 3

2

dx 
1  x

4x - x
=






β 

α

3

β 

α

2

dx 1)  (x

dx 4x) - (x
. 

 

 

13. Αλ 
1

f (x)
g  (x)

 


, ηόηε f (x) g (x)dx





     . 

  Οη εξσηήζεηο κε θόθθηλε αξίζκεζε ζέινπλ πεξηζζόηεξε πξνζνρή γηαηί δελ είλαη άκεζεο ζπλέπεηεο ηνπ ζρνιηθνύ  βηβιίνπ 

 Οη ζπλαξηήζεηο ζηα νξηζκέλα νινθιεξώκαηα ζα ζεσξνύληαη ζπλερείο ζηα δηαζηήκαηα πνπ νξίδνπλ ηα άθξα [α,β] [γ,δ],… 

y´

CF1 CF2

x0

y

0x´ x
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14. Ηζρύεη: 
 α  α

 0  0
 x f (x) dx  α f (α)  f (x) dx    . 

 

15. Ηζρύεη:  
β 

α 
dx  (x) f 0dx (x) f 

α 

β 
 . 

 

16. Ηζρύεη: 
 α

 β
 f (x) g (x) dx  f (x) g (x) - 

 α

 β
 f (x) g (x) dx . 

 

17. Ηζρύεη: 
 α

 α
f (x) dx 0 .   

 

18. Ηζρύεη  
8 

6 

4 

2 
cdx  cdx  ,όπνπ  c  ζηαζεξά. 

 

 

19. Τν εκβαδόλ ηνπ ζθηαζκέλνπ  

ηκήκαηνο είλαη ίζν κε  
β 

α 
c dx  (x) f  , c  0 

 

 

20. Αλ f ζπλερήο ζην R θαη f (10) = 100, ηόηε ηζρύεη:  100 = f (0) + 
 10

 0
f (x)dx . 

 

21. Αλ ηζρύεη όηη f (x)dx g(x)dx

 

 

  ,ηόηε θαη  f (x)=g x  ,  x ,    

 

22. Αλ γηα ηελ ζπλάξηεζε f  ηθαλνπνηνύληαη νη πξνππνζέζεηο ηνπ Θ. Rolle ζην  ,  ,ηόηε ηζρύεη όηη 

f  (x)dx 0





   

 

23. Ηζρύεη:  
1 

0 
συν1 - 1 ημxdx   . 

 

  24. Αλ Α = 
2 

0 
dx (x) f , ηόηε: 

 2  0  2

 0  2  0
 f (σ) dσ  f (t) dt  (3 f (z) - 4) dz  3A - 8      

 

25. Αλ α > β, ηόηε 
 β

x

 α
 (e   1) dx > 0 . 

 

26. Αλ f (x) > 0, ηόηε ηζρύεη   
ln2 

1 
0 dx  (x) f   . 

 

27. Αλ  
β 

α 
0 dx  (x) f  ηόηε f (x)  0 γηα θάζε x  [α, β]. 

 

28. Αλ f (x)  0 γηα θάζε x  [α, β] ηόηε  
β 

α 
0 dx  (x) f  

 

 

29. Αλ f (x)  0 γηα θάζε x  [α, β] ηόηε
 β

 α
 f (x) dx > 0  

y

0x´

y´

x

Cf

α β
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30. Αλ f (x)  g (x) γηα θάζε x  [α, β], ηόηε ζα ηζρύεη όηη   
β 

α 

β 

α 
dx (x) g  dx  (x) f . 

 

 

31. Αλ α < β, ηόηε ηζρύεη όηη  
β 

α 
dx (x) f   

β 

α 
dx (x) f . 

 

 

32. Αλ ε f είλαη ζπλερήο ζην [1, 3], ηόηε ηζρύεη όηη   

 
3 

2 

2 

1 

3 

1 
dx (x) f  dx  (x) f  dx  (x) f . 

 

 

33. Γηα ηε ζπλάξηεζε ηνπ δηπιαλνύ 

 ζρήκαηνο ηζρύεη όηη:   
3 

0 

2 

0 
dx (x) f  dx  (x) f . 

 

 

 

 

 

 

34. Ηζρύεη  όηη :   
2π 

0 
0 ημxdx   . 

 

 

 

35. Γηα ηε ζπλάξηεζε ηνπ ζρήκαηνο, ηζρύεη  

όηη   
α 

α- 
0 dx  (x) f , γηα θάζε α > 0 

 

 

 

36. Αλ ε f είλαη ζπλερήο ζην [α, β], ηόηε ην 
α 

β 
dx (x) f  εθθξάδεη ην εκβαδόλ πνπ πεξηθιείεηαη κεηαμύ ηεο 

Cf, ηνπ άμνλα x΄x θαη ησλ επζεηώλ x = α, x = β. 

 

 

37. Ηζρύεη όηη :  
 π

2

π
 

3 0 dx  x)4συν - (1 . 

 

38. Ζ ηδηόηεηα ηνπ νξηζκέλνπ νινθιεξώκαηνο  
β 

 γ

 γ

α 

β 

α 
dx (x) f  dx  (x) f  dx  (x) f , ηζρύεη κόλν  

       εθόζνλ  α < γ < β. 

 

 

38. Ηζρύεη  όηη :  
lnβ 

lnα 

x α - β dx e , α, β > 0. 

 

 

  

  

y

x0

y´

x´ 2 3

Cf

 

x

y

0

y=x
3

x´

y´
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40. Γηα ην εκβαδόλ ηνπ ζθηαζκέλνπ ρσξίνπ 

        πνπ θαίλεηαη ζην ζρήκα,  

 ηζρύεη:  
 2

 -2
f (x) dx   . 

 

 

 

 

 

 

41. Αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο ζην [0, 1] θαη f (0) = f (1), ηόηε 
 1

 0
f (x) dx 0  . 

 

 

 

42. Αλ 
5 

0 
dx (x) f = 10, ην ειάρηζην ηεο f ζην  

δηάζηεκα [0, 5] δελ κπνξεί λα είλαη 3. 

 

 

 

 

43. Τν ζθηαζκέλν εκβαδόλ ηνπ ζρήκαηνο 

 είλαη ίζν κε ην 
e 

e

1
 

dxlnx  . 

 
 

44. Ηζρύε  όηη η:  2

π
 

0 

xx dx συνee = [εκe
x
] 2

π

0 . 

 

45. Ηζρύεη:    
 β

 α
f  (x) g (x) dx f x g x




         

 

46. Γελ νξίδεηαη ην νινθιήξσκα 
 π

π- 

8 dx x)ημ - (2ln  . 

 

 

47. Αλ α < β , ηόηε 
β 

α 
dxημx    β -α. 

 

 

 

 

 

 

 

 

x´

y´

y

0
x

-2 2

 

y

0x´

y´

xe
11/e

y=lnx
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Βα                                         ΑΠΑΝΣΗΕΙ  ΕΡΩΣΗΕΩΝ    -  Λ 

 

1.→  

2.→ Λ 

3.→  

4. → Λ 

5.→  

6. →  

7.→  

8. →  

9. →  

10. →  

11. → Λ 

12. → Λ 

13. →  

14. →  

15. →  

16. → Λ 

17. →  

18. →  

19. → Λ 

20. →  

21. → Λ 

22. →  

23. →  

24. →  

25. →  

26. → Λ 

27. → Λ 

28. →  

29. → Λ 

30. →  

31. →  

32. → Λ 

33. → Λ 

34. →  

35. →  

36. → Λ 

37. →  

38. → Λ 

38. →  

40. →  

41. →  

42. → Λ 

43. →  

44. → Λ 

45. →  

46. → Λ 

47. →  
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                       ΜΔΘΟΓΟΛΟΓΗΑ     …ζηα  γξήγνξα 
             …θαη  ΛΤΜΔΝΔ ΑΚΖΔΗ  …γηα εκπέδσζε ηεο 
                   

 

 

 

Α                                           πωσ  να  εργαςτοφμε  ςτισ  αςκήςεισ           

 

► Μειεηνύκε πνιύ πξνζεθηηθά ηηο κεζόδνπο θαη ηα ιπκέλα παξαδείγκαηα. 

    Τα ζέκαηα ζηελ  ελόηεηα 2 κε ηηο αληίζηνηρεο κεζόδνπο είλαη ηα βαζηθά ηνπ θεθαιαίνπ θαη 

     ε πξνζεθηηθή κειέηε ηνπο ζα ΄΄θξεζθάξεη΄΄ ηηο γλώζεηο καο ζην θεθάιαην 3 . 

 

► Τα ζέκαηα ζηελ ελόηεηα 3 είλαη κεγαιύηεξνπ βαζκνύ δπζθνιίαο ,απεπζύλνληαη ζε καζεηέο   

      πνπ έρνπλ θάλεη θαιή πξνεηνηκαζία ,είλαη δε ζπλδηαζηηθά -πξνζνκνίσζεο ,δειαδή  

      επηπέδνπ εμεηάζεσλ . 

 

► Αμίδεη εδώ  λα ηνλίζνπκε όηη ζπλήζσο ην θεθάιαην  3 ΄΄δίλεη΄΄ ζέκα ζηηο εμεηάζεηο ,ζπλήζσο  

     σο εμήο : 

    Β Θέκα κε ππνινγηζκνύο νινθιεξσκάησλ - εκβαδώλ 

    Γ-Γ Θέκα  κε εξσηήκαηα αληίζηνηρνπ επηπέδνπ δπζθνιίαο – ζπλδηαζηηθά – αληζόηεηεο θιπ. 

 

 
                                                             SOS   α ς κ ή ς ε ι σ             

 

Δδώ δελ πξνηείλνπκε SOS αζθήζεηο ηνπ ζρνιηθνύ (όπσο ηα άιια δύν βηβιηνκαζήκαηα)  

 Σηνρεύνπκε ζηελ απνθπγή ζύγρηζεο ,αθνύ πνιιέο αθήζεηο ηνπ ζρνιηθνύ ζην θεθάιαην 3 δελ 

έρνπλ ζπκβαηόηεηα κε ηελ λέα ύιε 

 

 ζηελ ελόηεηα 2 έρνπκε πεξηιάβεη ηηο θπξηόηεξεο SOS αζθήζεηο ηνπ ζρνιηθνύ 

 

 

 

 

 

 

2 



επαλάιεςε - 3                                                                                                                         14  
… Πράξεισ παιδείασ ! 
 

Β                                      ΒΑΙΚΕ    ΜΕΘΟΔΟΙ ….με  ΑΚΉΕΙ  εμπζδωςησ 

 

1Α.                                        εύξεζε  παξάγνπζαο (αξρηθήο  ζπλάξηεζεο) 

 

Α. Ζ  ζπλάξηεζε F  ιέγεηαη  παξάγνπζα   ηεο  f  πνπ  νξίδεηαη ζην δηάζηεκα   

   Γ  όηαλ  :  F (x) f (x)  , γηα  θάζε  x Γ . 

Β. Αλαδεηνύκε παξάγνπζα κηαο ζπλάξηεζεο f  

  ● ρσξίο λα καο ελδηαθέξεη αλ ε f είλαη ζπλερήο ή όρη. 

  ● απαξαίηεηα όκσο  ε  f  λα νξίδεηαη ζε δηάζηεκα 

  ●αλ όκσο ε  f   νξίδεηαη ζε έλσζε δηαζηεκάησλ,ηόηε βξίζθνπκε παξάγνπζα 

    γηα θάζε πεξηνξηζκό ηεο ζην αληίζηνηρν δηάζηεκα. 

Γ. Ο ππνινγηζκόο παξαγνπζώλ ζηεξίδεηαη επί ηεο νπζίαο ζε δύν βαζηθνύο παξάγνληεο. 

●Ηδηόηεηεο-πξάμεηο παξαγνπζώλ 

●Παξάγνπζεο βαζηθώλ ζπλαξηήζεσλ 

 

Γ1.  ΗΓΗΟΣΖΣΔ-ΠΡΑΞΔΗ ΠΑΡΑΓΟΤΧΝ 

Αλ F θαη G  είλαη παξάγνπζεο ησλ ζπλαξηήζεσλ f ,g αληίζηνηρα ζην δηάζηεκα Γ θαη ι,κ R ,ηόηε  

●Ζ ζπλάξηεζε F G είλαη κηα παξάγνπζα ηεο ζπλάξηεζεο f g  ζην Γ 

●Ζ ζπλάξηεζε ιF είλαη κηα παξάγνπζα ηεο ζπλάξηεζεο ιf  ζην Γ 

●Ζ ζπλάξηεζε ιF κG είλαη κηα παξάγνπζα ηεο ζπλάξηεζεο ιf κg  ζην Γ 

 

Γ2.  ΠΑΡΑΓΟΤΔ ΒΑΗΚΧΝ ΤΝΑΡΣΖΔΧΝ 

 

ζπλάξηεζε  f παξάγνπζεο    G F c   

0 c  

1 x c  

1

x
 ln x c  

αx           
α+1x

c
α+1

       α R 1    

λx              
λ+1x

c
λ+1

   λ N  

λ

λ

1
x

x

            
-λ+1x

+c
-λ+1

   λ N 1   

x  
2

x x c
3
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1

x
 2 x c  

κλ
x =

κ

λx  

κ
1

λx
+c

κ
+1

λ



 

2

1

x
 

1
c

x
   

εκx  ζπλx c   

ζπλx  εκx c  

2

1

εκ x
 ζθx c   

2

1

ζπλ x
 εθx c  

εθx  ln ζπλx c   

xe  xe c  

xα  
xα

c
lnα

  , α 0  

ln x  x ln x x c   

1

x ln10
 log x c  

             

 

 εθαξκνγή  1Α.1      

 

Να βξείηε ηηο παξάγνπζεο F ησλ παξαθάησ ζπλαξηήζεσλ 

α.   3 2
f x 4x 3x 2x 3              β.   x

f x e ζπλx   

γ.   3

1 1
f x

x x
  , x 0                   δ.   x

f x 5 εκx   

 

ιύζε  
 

α. Οη παξάγνπζεο ηεο   3 2f x 4x 3x 2x 3      

είλαη (θαλεξά) νη ζπλαξηήζεηο    4 3 2F x x x x 3x c     ,όπνπ c R . 

β. Οη παξάγνπζεο ηεο   xf x e x    

είλαη νη ζπλαξηήζεηο  ,   xF x e x c   , όπνπ c R . 
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γ. Οη παξάγνπζεο ηεο   3

3

1 1 1
f x x

x x x

      ζην  0,  

είλαη νη ζπλαξηήζεηο  ,  
3 1

2

x 1
F x ln x c ln x c

3 1 2x

 

     
 

όπνπ c R . 

δ. Οη παξάγνπζεο ηεο   xf x 5 x    

είλαη νη ζπλαξηήζεηο  ,  
x5

F x x c
ln5

   όπνπ c R . 

 

εθαξκνγή  1Α.2      

 

Να βξείηε ηηο παξάγνπζεο F ησλ παξαθάησ ζπλαξηήζεσλ 

α.    
5 1

f x x 1
x

    , x 0         γ.  
1

f x 2x 6
x 3

  


, x 3  

β.  
 

5

1 1
f x

x 1x 1
 


, x 1    δ.    

3
5f x x x 1   , x 1  

 

ιύζε  
 

 

Έζησ F νη ζπλαξηήζεηο πνπ είλαη παξάγνπζεο ηεο ζπλάξηεζεο f .Έρνπκε 

α)    
5 1

f x x 1
x

     

νπόηε  
 

 
5 1

6x-1 1
F x +ln x c= x-1 ln x c

5 1 6



   


 

 

β)    
1

2
1 1

f x 2x 6 2x 6
x 3 x 3

     
 

 νπόηε  

 
   

   

1 3
1

2 22x-6 2x-6 2
F x +ln x 3 +c= +ln x 3 +c= +ln x 3 +c

1 3 3
1

2 2



   



 

γ)  
 

 
5

5

1 1 1
f x x 1

x 1 x 1x 1


    

 
 ,νπόηε 

 
   

 
5 1 4

x 1 x 1
F x ln x 1 c ln x 1 c

5 1 4

  
 

         
  

 

 
 

 4

1
F x ln x 1 c

4 x 1
     


 

δ)      
313

5 2 5f x x x 1 x x 1       νπόηε  

 
   

 

1 3
1

2 2 3

2

3 8
1

85 5

5
x 1 x 1x x 2 5

F x c c x x 1 c
1 3 3 8 3 8

1 1
2 5 2 5
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εθαξκνγή  1Α.3      

 

Να βξείηε ηηο παξάγνπζεο F ησλ παξαθάησ ζπλαξηήζεσλ 

α.   x 1

2

5
f x 3e

π
εκ x

6

 
 

 
 

   , 
π 2π

x ,
6 3

 
 
 

    

β.  
   

 10ln x 3

5 3

1 1
f x e

x 3 x 3


 
  
   

  , x 3        

    

γ.      2 2 4log x 1 π
f x 3 x 1 10 ζπλ 2x

3

   
     

 
 , x 1  

δ.      4 ln x 2
f x 5 x 4 e


    , x 2  

 

ιύζε  
 

 

Έζησ F νη ζπλαξηήζεηο πνπ είλαη παξάγνπζεο ηεο ζπλάξηεζεο f .Έρνπκε 

α)   x 1

2

5
f x 3e

x
6

 
 

  
 

  

νπόηε   x 1F x 3e 5 x c
6

  
     

 
 

β)  
   

 

   
  

10
10ln x 3 ln x 3

5 3 5 3

1 1 1 1
f x e e

x 3 x 3 x 3 x 3

 
   

       
         

  

   
     

10 5 7

5 3

1 1
x 3 x 3 x 3

x 3 x 3

 
       
   

 ,νπόηε 

 
   

   
5 1 7 1

6 8x 3 x 3 1 1
F x + c x 3 + x 3 c

5 1 7 1 6 8

 
 

     
 

 

γ)      2 2 4log x 1
f x 3 x 1 10 2x

3

   
      

 
 

        
42 2 4log x 123 x 1 10 10 2x 3 x 1 100 x 1 2x

3 3

     
             

   
  ,νπόηε 

 
   

2 1 4 1 2x
x 1 x 1 3

F x 3 100 c
2 1 4 1 2

 
 

         
 

 

     
3 5 1

F x x 1 20 x 1 2x c
2 3

 
        

 
 

δ)        
4 4ln x 2

f x 5 x 4 e 5 x 4 x 2


        ,νπόηε  

 
 

 
4 1 2

5 2
x 5 x 1

F x 5 2x c x 5 x 2x c
4 1 2 2
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1Β.                                               εύξεζε  παξάγνπζαο από πξάμεηο 

 

Αλ νη δνζκέλεο ζπλαξηήζεηο έρνπλ πξνθύςεη από παξαγώγηζε γηλνκέλσλ , πειίθσλ ή ζύλζεησλ 

ζπλαξηήζεσλ , ηόηε ρξεζηκνπνηνύκε ηηο γλσζηέο ηδηόηεηεο πξάμεσλ παξαγνπζώλ θαη ηνλ 

παξαθάησ πίλαθα. 

 

κνξθή  ζπλάξηεζεο κνξθή  παξάγνπζαο 

 f ( )g f ( )g ( )΄ x x x ΄ x   f ( )gx x  

2

( ) ( ) ( ) ( )

( )

 f x g x f x g x

g x
 

 
f ( )

g

x

x
 

2

( )

( )



g x

g x
 

 
1

g x
 

f ( )  f ( )x x ΄ x  x f ( )x  

2

( ) ( ) xf x f x

x
 

( )f x

x
 

    g( )[f ( )  f g ]e x΄ x x ΄ x    g( )f e xx  

 

 

f x

f x
  ln f x  

   α f x f x  
         

 α+1

α+1

f x
      α 1  R  

 

 
   λ

λ





f x

f x f x
f x

           
 λ+1

λ+1





f x
   λ 1 N  

    f g x g x
   f g x

 

 

 

f x

f x

 
 2 f x  

 

 2

f x

f x

 

 
1


f x

 

   εκf x f x   ζπλ f x  

   ζπλf x f x   εκf x  

 

 2εκ

f x

f x
  ζθ f x  

 

 2ζπλ

f x

f x
  εθf x  

    f xf x e   f x
e  

   
α f xf x  

 
α

ln α

f x

 

 

ζρόιην 

Θα πξέπεη λα κειεηεζνύλ πνιύ θαιά ηόζν νη παξαπάλσ ηύπνη ,όζν θαη ηα παξαθάησ ζέκαηα ,γηαηί 

απνηεινύλ ηε βάζε ππνινγηζκνύ ησλ πνην ζεκαληηθώλ νινθιεξσκάησλ. 
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εθαξκνγή  1Β.1      

 

Να βξείηε ηηο παξάγνπζεο F ησλ παξαθάησ ζπλαξηήζεσλ 

α.     x
f x x 1 e                      γ.   2

1 ln x
f x

x


  , x 0      

β.    f x x 2εκx xζπλx       δ.  
x

2x

1 e
f x

e


        

 

ιύζε  
 

 

α. Μεηαζρεκαηίδνπκε ηνλ ηύπν ηεο ζπλάξεζεο  θαη έρνπκε : 

       x x x x x xf x x 1 e xe e x e x e xe
        , 

νπόηε νη παξάγνπζεο ηεο f   είλαη  νη ζπλαξηήζεηο    xF x xe c  ,όπνπ c R . 

β. Όκνηα  έρνπκε 

   

     

2

2 2 2

f x x 2 x x x 2x x x x

x x x x x x

        

     
 

νπόηε νη παξάγνπζεο ηεο f   είλαη  νη ζπλαξηήζεηο    2F x x x c   ,όπνπ c R . 

γ. Όκνηα  έρνπκε 

 
 

2 2

ln x x x ln x1 ln x ln x
f x

x x x

   
    

 
 

νπόηε νη παξάγνπζεο ηεο f   είλαη  νη ζπλαξηήζεηο   
ln x

F x c
x

  ,όπνπ c R . 

δ. Όκνηα  έρνπκε 

 
 

 

 

xx

2 2 xx x

x e1 e 1
f x

x ex e x e

   
      

  
 

νπόηε νη παξάγνπζεο ηεο f   είλαη  νη ζπλαξηήζεηο    2F x x x c   ,όπνπ c R . 

 

 

εθαξκνγή  1Β.2      

 

Να βξείηε ηηο παξάγνπζεο F ησλ παξαθάησ ζπλαξηήζεσλ 

α.      
4

2
f x 2x 1 x x 1                 γ.   5

f x εκx ζπλ x        

β.      
7

x x
f x ζπλx e εκx e            δ.      

4
x 1 x 1 x 1 x 1

f x e e e e
              

 

 

ιύζε  
 

 

Σε όιεο ηηο πεξηπηώζεηο κεηαζρεκαηίδνπκε ηνλ ηύπν ηεο ζπλάξεζεο 
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α.   έρνπκε 

        
 

5
2

4 4
2 2 2

x x 1
f x 2x 1 x x 1 x x 1 x x 1

5

             
 
 

 

νπόηε νη παξάγνπζεο ηεο f   είλαη  νη ζπλαξηήζεηο   
 

5
2x x 1

F x c
5

 
  ,όπνπ c R . 

β.   έρνπκε 

        
 

8
x

7 7
x x x x

x e
f x x e x e x e x e

8

              
 
 

 

νπόηε νη παξάγνπζεο ηεο f   είλαη  νη ζπλαξηήζεηο   
 

8
xx e

F x c
8

 
  ,όπνπ c R . 

γ.   έρνπκε 

   
6

5 5 x
f x x x x x

6

         
 

 

νπόηε νη παξάγνπζεο ηεο f   είλαη  νη ζπλαξηήζεηο   
6x

F x c
6


   ,όπνπ c R . 

 

δ.   έρνπκε 

        
 

5
x 1 x 1

4 4
x 1 x 1 x 1 x 1 x 1 x 1 x 1 x 1

e e
f x e e e e e e e e

5

  

           

         
 
 

 

νπόηε νη παξάγνπζεο ηεο f   είλαη  νη ζπλαξηήζεηο    
 

5
x 1 x 1e e

F x c
5

  
  ,όπνπ c R . 

 

2.                                                     εύξεζε  ζπλάξηεζεο 

 

   Δίδακε  ζηηο παξαγώγνπο-ζπλέπεηεο ΘΜΤ, εύξεζε ηύπνπ ζπλάξηεζεο , από δνζκέλεο ζρέζεηο . 

Έηζη από ζρέζεηο ηζόηεηαο ,ηεο κνξθήο

 

 Π f,f 0    ,  Π f,f 0    ,

  

 Π f,f ,f 0   ζα αλαδεηνύκε ηελ εύξεζε ηνπ ηύπνπ  ηεο f. 

Σπλήζσο κεηαζρεκαηίδνπκε θαηάιιεια ηελ δνζκέλε ζρέζε θαη θαηαιήγνπκε ζε κηα από ηηο 

πεξηπηώζεηο : 

f΄(x) 0 f(x) c             f΄(x) g΄ x f(x) g(x) c             
x

f΄(x) f(x)  f(x) ce    

 

   ζπλήζε  ηερλάζκαηα  

 

 

 

   xf x f x    

           

       

1

2

x
1

1:x

2

xf x f x xf x f x 0 x f x x f x 0

x f x x f x f x f x
0 0 c....

x x x
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   f x f x 0      

 

         

 

e
x x x

x

f x f x 0  e f x e f x 0 e f x 0

e f x c...



  



             





 

 

   f x f x 0   

 

   
 

       

   

2f x

2 2

f x f x 0  2f x f x 2f x f x 0

f x f x 0



        

   



 

 

     f x g x f x   

 

 

     
 

           
g x

e
g x g x g x

f x g x f x e f x e g x f x e          


 

      g x g x
e f x e


 

      g x g x
e f x e
 

    

 

 

εθαξκνγή  2.1      

 

Να βξείηε ηε ζπλάξηεζε  f,  κε πεδίν νξηζκνύ ην δηάζηεκα    0 ,    γηα ηελ νπνία ηζρύεη    

1
f ΄(x) = 

x
    θαη    f(4) = 2  

 

ιύζε  
 

 

Τν ζύλνιν ησλ αξρηθώλ ζπλαξηήζεσλ ηεο    
1

f (́x) = 
x

  είλαη  

f(x) = 2 x  + c ,   x(0,  + )   θαη  νπνηνδήπνηε c      (1) 

Γηα  x = 4,   ε   (1)         f(4) = 2 4  + c   2 = 2. 2 + c   c = – 2 

(1)         f(x) = 2 x  – 2 ,   x(0,  + )    

 

 

εθαξκνγή  2.2      

 

Έζησ ε ζπλάξηεζε   : 0, f R  ,κε   0f x  θαη 

                      ln xf x f x f x  , γηα θάζε 0x . 

Αλ   3
1 f e ,λα βξείηε ηνλ ηύπν ηεο f . 

 

ιύζε  
 

 

Γηα θάζε x 0  έρνπκε : 

      
   

 
      

2:f x :xf x
xf x f x ln f x   x ln f x 0 x ln f x x ln f x 0 

f x

           

        
 2

x ln f x x ln f x ln f x ln f x
0 0 c ln f x cx

x x x

   
       

 
  1  

Γηα x 1  ,ε (1) γξάθεηαη    3ln f 1 c ln e c c 3     . 

 

Καηά ζπλέπεηα  από       3x1 ln f x 3x f x e     
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εθαξκνγή  2.3      

 

Έζησ ε ζπλερήο ζπλάξηεζε   : 0, f R  ,κε  

                         x f x f x f x  , γηα θάζε 0x θαη   2
1 f e . 

Να βξείηε ηνλ ηύπν ηεο f . 

 

ιύζε   

 

● Γηα θάζε x 0  έρνπκε : 

                   
2:x

x f x f x f x xf x xf x f x xf x x f x xf x               

           
 x x

2

xf x x f x f x f x f x f x
 ce f x cxe

x x x x x

   
       

 
  1  

Γηα x 1  ,ε (1) γξάθεηαη    2f 1 ce e ce c e     ,νπόηε από ζρέζε (1) 

πξνθύπηεη όηη     x x 1f x exe f x xe       2  

 

● Γηα  x 0  έρνπκε ( f  ζπλερήο)      x

x 0 x 0
f 0 limf x lim xe 0

 
     3  

 

Καηά ζπλέπεηα  από      
x 1xe  , x 0

2 , 3 f x
 0     , x 0

 
  


 

 

εθαξκνγή  2.4      

 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε   f: 0, R  κε  f 1 1   θαη    
1

 
f x

xf x xe   

 γηα θάζε  0, x .Να βξείηε ηνλ ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο f(x). 

 

ιύζε  
 

 

● Ζ  δνζκελε ζρέζε γξάθεηαη : 

       

 

          
f x

  e
f x f x f x f x f x

f x

x
1 xf x xe 1 xf x   e xe f x x 1 e x e x

e


 

             

         
2 2

f x f x f x f xx x
x e x e x xe xe c

2 2

  
         

 
    1  

 

● Γηα  x 1  ,ε ζρέζε  (1) γξάθεηαη  

 
2

f 1 11 1 1
 1e c e c c e

2 2 2
         ,νπόηε 

 1   
   

2 :x
f x f xx 1 x e 1

xe e  e
2 2 2 x 2x

          

                         f x x e 1 x e 1
ln e ln f x ln

2 x 2x 2 x 2x
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3.                                                       νξηζκέλν νινθιήξσκα  

 

Α. Ηδηόηεηεο  νξηζκέλνπ νινθιεξώκαηνο . 

 

 Γηα ηηο ζπλερείο ζπλαξηήζεηο f , f ,g ηζρύνπλ νη παξαθάησ ηδηόηεηεο 

  cdx c





   νπόηε θαη 
1 c

c cdx dx

 

 

 
    

  
1

cdx c 1 c





     νπόηε θαη 
1

c cdx





   

  cdx c





   νπόηε θαη 
1 c

c cdx dx

 

 

 
    

    cf x dx c f x dx

 

 

    

        f x g x dx f x dx g x dx

  

  

        θαη        f x g x dx f x dx g x dx

  

  

        

      f x dx f x dx f x dx

  

  

     κε f ζπλερή ζην   θαη , ,    

 

Β.  Οξηζκέλν νινθιήξσκα θαη παξάγνπζα  

 

 Αλ f είλαη ζπλερήο ζην  ,   θαη F είλαη κηα παξάγνπζα ηεο f ζην  ,   ,ηόηε : 

                                      

         f x dx F x dx F x F F

 



 

          

        f x dx f x f f







          

 

Γ.  Μεηαβιεηό άθξν νινθιεξώκαηνο 

Αλ κηα ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηκε ζε έλα δηάζηεκα  κε f   ζπλερή ζην  θαη , x  ,ηόηε  

       
x

x

f t dt f t f x f




         ,  νπόηε       
x

f x f f t dt


     

 

Γ.  Μεηαβιεηή κέζα ζην  νινθιήξσκα 

     Ηζρύνπλ νη ηύπνη : 

         f x g t dx g t f x dx

 

 

  γηαηί κεηαβιεηή νινθιήξσζεο είλαη ην x ,νπόηε  g t ζηαζεξά . 

 

        f x g t dt f x g t dt

 

 

  γηαηί κεηαβιεηή νινθιήξσζεο είλαη ην t ,νπόηε  f x ζηαζεξά . 

ρξεζηκνπνηνύκε  ηηο 

παξάγνπζεο ηνπ  1Α , 1Β 
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                f x g t dt dx f x g t dt dx cf x dx c f x dx g t dt f x dx

       

       

       
                  

       
          

 

Δ.  Δύξεζε ηύπνπ ζπλάξηεζεο-ζεσξεηηθά ζέκαηα     SOS  ! 

 

 Γλσξίδνπκε όηη ην νξηζκέλν νινθιήξσκα είλαη ζηαζεξόο πξαγκαηηθόο αξηζκόο 

  Γειαδή   f x dx c





   c R   ,  νπόηε θαη  f x dx c 0





 
   

 
  

 Έηζη αλ καο δίλεηαη κηα ηζόηεηα πνπ πεξηέρεη  f  , f  ,  f x dx





  θαη δεηείηαη ν ηύπνο ηεο f  : 

   ζέηνπκε  f x dx c





   1  θαη αληηθαζηζηνύκε ζηελ δνζκέλε ζρέζε ,όπνπ  f x dx





 ην c  

   από ηελ δνζκέλε ζρέζε εθθξάδνπκε ηελ f ζπλαξηήζεηο ηνπ c  θαη 

   ηελ αληηθαζηζηνύκε ζηελ ζρέζε   1 .Σηελ ζπλέρεηα βξίζθνπκε ην c ,νπόηε θαη ηελ f . 

 

 

εθαξκνγή  3Α.1    

Αλ  ε ζπλάξηεζε f  είλαη ζπλερήο ζην  0,5   θαη ηζρύεη όηη  
5 5

0 3
f(x)dx  = f(x)dx  ,   λα 

απνδείμεηε όηη   
3

0
f(x)dx 0  

 

ιύζε   

 

Δίλαη 

5 3 5 5 3 5

0 0 3 0 0 0
f(x)dx = f(x)dx+ f(x)dx     f(x)dx  f(x)dx+ f(x)dx    



         

 
3

0
f(x)dx=0   

 

εθαξκνγή  3Α.2    

Αλ  ε ζπλάξηεζε f  είλαη ζπλερήο ζην R   θαη ηζρύεη όηη   
4 3

1 0
f(t)dt  dx  = 6 ,   λα 

ππνινγίζεηε ην νινθιήξσκα   
3

0
f(x)dx  

 

ιύζε  
 

Έζησ  
3

0
f(x)dx  c  

Από ηελ δνζκέλε ζρέζε έρνπκε  
4

1
cdx  = 6 4 1 6 2     c c  ,νπόηε 

3

0
f(x)dx=2  c  
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εθαξκνγή  3Α.3    

Να δείμεηε όηη        
3 2 3

2

2 3 2

ln x 1 dx ln x 1 dx ln x 1 dx           

 

ιύζε  
 

 

Ηζνδύλακα αξθεί λα δείμνπκε όηη         
3 2 3

2

2 3 2

ln 1 ln 1 ln 1 0       x dx x dx x dx  

Πξάγκαηη        
3 2 3

2

2 3 2

ln 1 ln 1 ln 1       x dx x dx x dx  

     
3 3 3

2

2 2 2

ln 1 ln 1 ln 1        x dx x dx x dx  

    
  

 
3 3 3 32

2

2 2 2 2

1
ln 1 ln 1 1 ln ln1 0 3 2 0

1 1


         

    
x

x dx x x dx dx dx
x x

 

 

εθαξκνγή  3Β.4    

 

Να ππνινγίζεηε ηα νινθιεξώκαηα 

Α.

 

2

2

1

2x dx  ,  Β.

 

2

1

xdx
 

 , Γ.

 

2

1

1
dx

x
 

 

ιύζε  
 

Α. 
2 3

2 3 3 3

11
2x dx x 2 1 8 1 7         

Β. 0
0

εκxdx [ ζπλx] ζπλ ζπλ0 2


       

Γ. 
e

e

2

2

1
dx [ln x] ln e ln 2

x
   . 

 

 

εθαξκνγή  3Β.5    

 

Να ππνινγίζεηε ηα νινθιεξώκαηα 

Α.

 

2
3

1
x xdx  ,  Β.

 

4 4

5 3
2

x
dx

x


 

 , Γ.

 

2
3

51

1
x dx

x

 
 

 
  

 

ιύζε  
 

 

Α. Ζ ζπλάξηεζε  f x x x x x x  
1 7

3 3 2 2  είλαη ζπλερήο ζην  ,0 άξα θαη ζην    ,1 2 ,νπόηε 
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x x

x xdx x dx x x x x


   
                           
   

 

2 2
7 9

21 9 22 2 22 2 7
3 9 42 2

1 1 11
1

1 1

2 2 2

7 9 9 9 9
1

2 2

 

             42 2
2 2 1 1 16 2 1

9 9
 

 

Β. Ζ ζπλάξηεζε  
x

f x x x x
x


  

4
5 7

4 3 3

5 3
 είλαη ζπλερήο ζην  ,0 άξα θαη ζην   ,2 4 , νπόηε 

       
x x x

dx x dx x x x x
x


   
     

                 
    

   

 

4 4
7 10

41 104 3 3 4 44 4 7
3 10 3 33 3

5 32 2 22
2

2 2

3 3 3

7 10 10 10 10
1

3 3

 

         3 33
64 4 8 2

10
 

 

Γ. Ζ ζπλάξηεζε  f x x
x

 3

5

1
 είλαη ζπλερήο ζην  R  0 άξα θαη ζην   ,1 2 ,νπόηε                  

    
x x x

x dx x x dx
x x

  
     

            
       

 

2 2
3 1 5 1 4

2 2
3 3 5

5 41 1
1 1

1 1 15

3 1 5 1 4 4 4
 

 

εθαξκνγή  3Β.6    

 

Να ππνινγίζεηε ηα νινθιεξώκαηα 

Α.

 

π

2

0
(ζπλx 2 εκx) dx  ,  Β.

 

2
2

0
(3x 2x 1) dx 

 

 , Γ.

 

2
2

1

1
x dx

x

 
 

 
  

 

ιύζε  
 

 

Α. Ζ ζπλάξηεζε  f x ζπλx 2 εκx   είλαη ζπλερήο ζην R άξα θαη ζην  

        ,1 2 ,νπόηε 

        
π

2

0
(ζπλx 2 εκx) dx = 

π

2
0[εκx + 2 ζπλx]  = 

π π
(εκ 2ζπλ )  (εκ0 2ζπλ0)

2 2
   = 

        1 + 002  = 1 

 

Β. Ζ ζπλάξηεζε   2f x 3x 2x 1    είλαη ζπλερήο ζην R άξα θαη ζην   ,1 2 ,νπόηε 

      
2

2

0
(3x 2x 1) dx   =  3 2 2

0[x  x  + x]   =  (2
3

2
2 

+ 2)  (00 + 0)  =   8 4 + 2  =6 

Γ. Ζ ζπλάξηεζε  f x x
x

 
  
 

2
1

 είλαη ζπλερήο ζην  R  0 άξα θαη ζην  

        ,1 2 ,νπόηε 
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    x dx
x

 
 

 


2
2

1

1
 = 

2

1
x dx

x

 
  

 


2

2

1
2   = 

x
x

x

 
  

 

2
3

1

1
2

3
 =  

   = .
 

  
 

32 1
2 2

3 2
–   .

 
  

 

31 1
2 1

3 1
     =         

8 1 1 29
4 2 1

3 2 3 6
 

 

εθαξκνγή  3Β.7    

 

Να ππνινγίζεηε ηα νινθιεξώκαηα 

Α.

 

   
1

22

0

x 3 x 1 dx   ,  Β.

 

 

2e

ln x 1

2 5

e

1 1
e dx

x x

 
 

 


 

 , Γ.

 

e

3
1

x+1
dx

x
  

 

ιύζε  
 

 

Α. Ζ ζπλάξηεζε     f x x x x x x x       
22 4 3 23 1 2 4 6 3  είλαη ζπλερήο ζην R άξα θαη 

ζην    ,0 1 ,νπόηε 

                 x x dx= x x x x dx=      
1 1

22 4 3 2

0 0

3 1 2 4 6 3  

           = x dx x dx x dx xdx 1dx        
1 1 1 1 1

4 3 2

0 0 0 0 0

2 4 6 3  

           
x x x x

x
          

           
          

1 1 1 1
4 1 3 1 2 1 1 1

1

0

0 0 0 0

2 4 6 3
4 1 3 1 2 1 1 1

 

          x x x x x                   
1 1 1 1 15 4 3 2

00 0 0 0

1 1 4 31
3 3

5 2 3 30
 

 

Β. Ζ ζπλάξηεζε 

     ln x
f x e x x x x

x x x x x x x x x

      
               
   

1 2 4 5

2 5 2 5 2 4 5

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1  είλαη ζπλερήο 

ζην  ,1  άξα θαη  ζην   , e2 ,νπόηε 

       
 

e e
ln x

e e

e dx= x x x dx=
x x x

      
      

   
 

2 2

1 2 4 5

2 5

1 1 1
 

e e

ee

x x x
ln x ln x

x x x

        
                   

2 2
2 1 4 1 5 1

3 4

1 1 1

2 1 4 1 5 1 3 4
 

 ln e ln e e e
e e e e e e e

   
             
   

2 6 3

6 8 3 4 6

1 1 1 1 1 1 1
3 1

3 4 3 4 3
 

 

Γ. 
e

31

x +1
 dx

x
   =  

e

3 31

x 1
+  dx

x x

 
  
 

   =  
e

1

x
 + x  dx

x x

 
  
 


3

2  
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 = 
3

e
2

1

1
 + x  dx 

x

 
 
 

 =  

e

x
ln x

 
 
 

 
  
 

3
1

2

1

3
1

2

   =  

e

ln x x
 

 
 

1

2

1

2   = 

 ln e e
 

 
 

1

22   (ln )  1 2  =  
e

  
1

1 2 2   =  =
e


2

3  

 

 

εθαξκνγή  3Β.8    

 

Να ππνινγίζεηε ηα νινθιεξώκαηα 

Α.

 

0

2

1

1
dx

x 4x 4


   ,  Β.

 

2 2
1

2

0

5
x x

6 3
dx

x 2x 1

    
       

   

 
 

 , Γ.

 

   
π

6
22

0
x 1 x 2x 7 dx    

 

ιύζε   

 

Α. Έρνπκε   
 

 
 

2 10 0 0 0 0
2

22

1 1 1 1 1

x 21 1 1
dx dx x 2 dx dx dx

x 4x 4 2 1 x 2x 2

 



    

    
         

        
    

0

1

1 1 1 1 1 1

x 2 2 3 2 3 6

   
              

 

 

Β. Παξαηεξνύκε όηη : 
5 3

x x
6 3 2

  
    , νπόηε 

2 2 2 25
x x x x 1

6 3 6 6

          
                

       
 

 

   θαη ην νινθιήξσκα γξάθεηαη 

 
 

 
2 2

2 11 1 1 1
2

22

0 0 0 0

5
x x

x 116 3
dx dx x 1 dx dx

x 2x 1 2 1x 1

 



    
                  

      
   

11

00

1 1 1 1
dx 1

x 1 x 1 2 2


     

                 
  

 

Γ. Έρνπκε 

     
1 16 6

2 2

0 0

1
x 1 x 2x 7 dx 2x 2 x 2x 7 dx

2
              

   
 

7
2

1 16
2 2

0 0

x 2x 71 1
x 2x 7 x 2x 7 dx dx

2 2 7

          
 
 

   

   
1

7
2 7 7

0

1 1
x 2x 7 10 7

14 14
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εθαξκνγή  3Γ.9    

Να ππνινγίζεηε ην νινθιήξσκα 

 

 
x

x

0
2x e  dx  θαη ην όξην  

x
x

0x
lim 2x e  dx


  

ιύζε  
 

 

  Έρνπκε        
x x x

x 2 x 2 x 2 x 2 0 2 x

00 0
2x e  dx x e  dx x e x e 0 e x e 1

                    1  

   
 

 
 

  
21

x
x 2 x x

x x0x x x

x 1
lim 2x e  dx lim x e 1 lim e 1 0 1 0

e e



  

 
             

 
 ,γηαηί : 

    
x

x
lim e


  ,     

x

xx x

1 1
lim lim 0

e e 

 
  

 
 θαη     

 

 

22

x x xx DLH x x DLH xx

xx 2x 2
lim   lim lim lim 0

e e e
e

 

 

   



   


 

 

 

εθαξκνγή  3Γ.10   

Α.Να απνδείμεηε όηη         
2

f x f t dt  dx f x dx
  

  
     

Β.Αλ   
1

0
f x dx 1  ,λα ππνινγίζεηε ην νινθιήξσκα   1 1

2

0 0
t f x dt  dx   

 

ιύζε  
 

 

Α. Έρνπκε   

                  

c

f x f t dt  f x f t dt  dx f x f t dt  dx cf x  dx c f x  dx
       

       
         


 

              
2

f t  dt f x  dx f x  dx f x  dx f x dx dx
    

    
          

 

Β. Έρνπκε    

 

               
1 1 1 1 1 1 1

2 2 2

0 0 0 0 0 0 0

c

t f x dt  dx f x t dt  dx c f x dx t dt f x dx   1        


 

Όκσο 

1
3 3 3

1
2

0
0

t 1 0 1
t dt

3 3 3 3

 
    
 

  θαη έηζη από ηελ   1  παίξλνπκε     
1 1

2

0 0

1 1
t f x dt  dx 1

3 3
     

 

 

εθαξκνγή  3Δ.11 

 

 Γίλεηαη ε ζπλερήο ζπλάξηεζε  f : 0,1 R
 
γηα ηελ νπνία ηζρύεη :  

 

  

1

0

1f x dx
3

0

e f x 4x dx


  .Να ππνινγίζεηε ην νινθιήξσκα  
1

0

f x dx  

 

 

ιύζε   
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 Υπνζέηνπκε όηη   
1

0

f x dx c , c R   1  

 Ζ δνζκέλε ζρέζε γξάθεηαη 
 

     

1

0

1 1f x dx
1

4 c 4 c

0
0 0

e f x dx x dx e c x e c 1   2
              

 Γλσξίδνπκε αθόκε όηη xe x 1  (…ζέιεη απόδεημε) κε ην ΄΄=΄΄ λα ηζρύεη κόλν γηα x 0  . 

 

 Έηζη από ηελ ζρέζε  2 πξνθύπηεη όηη  
1

0

c 0 f x dx 0    

 

εθαξκνγή  3Δ.12 

 

Γίλεηαη ε ζπλερήο ζπλάξηεζε f : R R
 
γηα ηελ νπνία ηζρύεη :  

   
2

2

0

f x 3x f x dx   .Να ππνινγίζεηε ηνλ ηύπν ηεο f . 

 

 ιύζε  
 

 

 Θέηνπκε  
2

0

f x dx c   1 ,νπόηε από ηελ δνζκέλε ζρέζε πξνθύπηεη   2f x 3x c    2  

 Ζ ζρέζε   1 ιόγσ ηεο  2  γξάθεηαη : 

    
2 2 2

2
2 2 3

0
0 0 0

3x c dx c 3x dx cdx c x c 2 0 c 8 2c c c 8                   . 

Καηά ζπλέπεηα (ιόγσ   1 ) έρνπκε  
2

0

f x dx 8  . 

 

4Α.                        κεζνδνη νινθιεξσζεο-1    → παξαγνληηθή νινθιήξσζε 
 

● Ζ παξαγνληηθή νινθιήξσζε ρξεζηκνπνηείηαη ζπλήζσο ζε νινθιήξσζε   

   γηλνκέλσλ ,πειίθσλ πνπ έρνπλ (ή πνπ κπνξνύλ λα γξαθηνύλ) ζηελ  

   κνξθή    
β

β

α

α

f (x) g(x)dx  - f(x) g (x)dxf(x)g(x)





     . 

●Γηα λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηνλ παξαπάλσ ηύπν αληηθαζηζηνύκε ηελ κηα από ηηο δύν  

  ζπλαξηήζεηο ηνπ γηλνκέλνπ-πειίθνπ κε ηελ παξάγσγν ηεο αξρηθήο ηεο (παξάγνπζαο), 

  ππό ηελ πξνππόζεζε όηη ην νινθιήξσκα ηνπ β΄ κέινπο ππνινγίδεηαη επθνιόηεξα. 

 

● Ζ ζπλάξηεζε ε νπνία επηιέγνπκε γηα λα αληηθαηαζηήζνπκε κε ηελ παξάγσγν ηεο αξρηθή ηεο 

γηα λα εθαξκόζνπκε ηνλ ηύπν, κε ζεηξά επηινγήο είλαη: 

  
x x1

e e   
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1

x x
 

        
 

  θαη     
1

x x
 

       
 

 

   g x   πνιπώλπκν   P x      (όπνπ    P x g x  ) 

 

● ζπκθσλα κε ηα παξαπάλσ έρνπκε ηηο βαζηθέο κνξθέο παξαγνληηθήο νινθιήξσζεο  

 

  
β

β
x x x x

α
α

g(x) e dx g(x) e dx g(x)e  - g (x) e dx ...

 

 

             

    
β

β

α

α

g(x) xdx g(x) x dx  - g (x) xdx ...-g(x) x

 

 

            

    
β

β

α

α

g(x) xdx g(x) x dx  - g (x) xdx ...g(x) x

 

 

            

  
β

β
x x x x

α
α

e xdx ( x) e dx ( x)e  - ( x) e dx ...

 

 

               

  
β

β
x x x x

α
α

e xdx ( x) e dx ( x)e  - ( x) e dx ...

 

 

               

      
1

ln xdx 1 ln xdx x ln xdx x ln x x ln x dx x ln x x dx ...
x

    

 

 

    

                  

 

εθαξκνγή  4Α.1 

Να ππνινγίζεηε ηo νινθιήξσκα       
0

I x xdx



                         

 ιύζε  
 

Έρνπκε  

         
0 0

0 0 0 0

I x xdx x x dx x x x x dx x x x dx

   
                   

             
0 0

x x x 0 0 0
 

                

 

εθαξκνγή  4Α.2 

Να ππνινγίζεηε ηo νινθιήξσκα         x 3

0

I 2x 1 e dx



                         

ιύζε  
 

 

Έρνπκε  

         
1 1 1

1
x 3 x 3 x 3 x 3

0
0 0 0

I 2x 1 e dx 2x 1 e dx 2x 1 e 2x 1 e dx             
     

πξνζνρή εδώ γηαηί ζηελ 

πνξεία ηεο παξαγνληηθήο 

εκθαλίδεηαη ην αξρηθό 

νινθιήξσκα ην νπνίν θαη 

κεηαθέξνπκε ζην 1
0
 κέινο 
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1
1 1 1

x 3 x 3 x 3 x 3

00 0
0

1 3 0 3 1 3 0 3 4 3

2x 1 e 2 e dx 2x 1 e 2 e

2 1 1 e 2 0 1 e 2 e e e 3e

   

   

               

         


 

 

εθαξκνγή  4Α.3 

Να ππνινγίζεηε ηo νινθιήξσκα       
x

0

I e xdx



                         

 ιύζε  
 

 

Έρνπκε  

   x x x x x x

0 0
0 0 0 0

I e xdx e xdx e x e x dx e x e xdx

   
                         

ζην ζεκείν απηό θάλνπκε δεύηεξε παξαγνληηθή  

   x x x x x

0 0 0
0 0

e x e xdx e x e x e x dx

 
                         

 
   

x x x

0 0
0

...........I.........

e x e x e xdx


 

 
             
 
 

  , νπόηε 

x x x x

0 0 0 0
I e x e x I 2I e x e x

   

                          x x

0 0

1
I e x e x

2

 

           

 

εθαξκνγή  4Α.4 

Να ππνινγίζεηε ηo νινθιήξσκα       
e

2

1
I x ln xdx                         

 ιύζε  
 

Έρνπκε  

 
e e

3 3 3 3 3
e e e e

2

1 1 1 1
1 1

x x x x x 1
I x ln xdx ln xdx ln x ln x dx ln x dx

3 3 3 3 3 x

                 
     

     

e e
3 3

e e
2 2

11
1 1

x 1 x 1
ln x x dx ln x x .....

3 3 3 3

   
          

   
  

 

εθαξκνγή  4Α.5 

Να ππνινγίζεηε ηo νινθιήξσκα     
2

e

1

lnx
 dx

x
          

 ιύζε  
 

2e

1

lnx
 dx

x
  =  

2e
'

1
lnx (2 x) dx = 

2 2e e

11

1
2 x ln x 2 x  dx

x
   
   = 

2e

1
2 x ln x 
 

– 
2e

1

1
2  dx

x
  

                  = 
2e

1
2 x ln x 
 

– 2
2e

1
2 x 
 

 = 2 2 22 e  lne 2 1 ln1  4( e 1)    

                  = 2 e 2 lne  0 4e + 4 = 4e  4e + 4  =  4     

εκθάληζε ηνππ αξρηθνύ 

νινθιεξώκαηνο 
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4Β.                        κεζνδνη νινθιεξσζεο-2    → αληηθαηάζηαζε 
 

● Γηα λα ππνινγίζνπκε νινθιεξώκαηα ηεο κνξθήο      f g x g x dx





  θάλνπκε ηα εμήο: 

    Θέηνπκε  u g x ,νπόηε  du g x dx  

    Αιιάδνπκε ηα όξηα νινθιήξσζεο: Γηα x  είλαη  1u g  θαη γηα x  είλαη  2u g   

    Έηζη ην παξαπάλσ νινθιήξσκα γξάθεηαη : 

          
 

 g

g

f g x g x dx f u du



 

    θαη ππνιόγίδεηαη αλάινγα κε ηελ πεεξίπησζε . 

 

● Σπλήζσο ζέηνπκε  u g x θαη  g x είλαη θαη΄εθηίκεζε παξάζηαζε πνπ ΄΄πξνθαιεί΄΄  

   ζπλζεηόηεηα.Αλ πξνθύςεη νινθιήξσκα πεξίπινθν ζε ζρέζε κε ην αξρηθό ,δνθηκάδνπκε άιιε  

   αληηθαηάζηαζε.  

 

● Bαζηθέο κνξθέο αληηθαηάζηαζεο είλαη νη παξαθάησ : 

 

     f g x g x dx





  → ζέηνπκε   u g x  

  f x dx





   → ζέηνπκε  u x    

  f x , lnx dx





  → ζέηνπκε  u ln x  

      P x , x dx






  , όπνπ  P x  πνιπώλπκν θαη   ξεηόο , , R  → ζέηνπκε u x    

  x xf e ,e dx



 



 , , Q   → ζέηνπκε  xu e  

   f x, x dx








  , , N   → ζέηνπκε  u x    

  f x , x dx



 



    , , N   →βξίζθνπκε ην  EK ,      ζέηνπκε  u x    

     f x , x dx


 



    , , N   κε   → ζέηνπκε   u x
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εθαξκνγή  4Β.1 

 

Να ππνινγίζεηε ηα νινθιεξώκαηα  

i)    
6

24

x
 dx

x 4
                                 ii)   

π

2

0
[εκ(ζπλx x)εκx  εκ(ζπλx x)] dx    

 

ιύζε  
 

 

i) Η = 
6

24

x
 dx

x 4
    

 Θέηνπκε    x
2

4 = u        2x dx = du       
1

xdx = du
2

 

 Γηα   x = 4         u = 24 – 4 = 12 

 Γηα   x = 6         u = 26 – 4 = 32 

Οπόηε  ην Η γξάθεηαη    Η =
3232

12 12

1
 du = u

2 u
 
  =  32 12  = 4 2 2 3  

 

ii)  Η  = 
π

2

0
[εκ(ζπλx x)εκx  εκ(ζπλx x)] dx    =  

π

2

0
[εκ(ζπλx x)(εκx 1 )] dx   

 Θέηνπκε    ζπλx + x = u      (εκx + 1)dx  =  du         (εκx1)dx = du  

 Γηα   x = 0          u = ζπλ0 + 0 = 1 

 Γηα   x =
π

2
         u = ζπλ

π

2
+ 

π

2
 = 

π

2
    

Οπόηε    Η = 
π π

2 2

1 1
εκu ( du) = εκu du   =  

π

2
1

π
[ζπλu]  = ζπλ   ζπλ1 = ζπλ1

2
   

 

 

εθαξκνγή  4Β.2 

Να ππνινγίζεηε ηo νινθιήξσκα     
1

2

0
x ln(9 + x ) dx  

 

ιύζε  
 

 Θέηνπκε    9 + x
2 

= u       2xdx = du      x dx  = 
1

du
2

    

 Γηα   x = 0          u = 9 + 20 = 9 

 Γηα   x = 1          u = 9 + 21  = 10    

Οπόηε     
1

2

0
x ln(9 + x ) dx   =  

10

9

1
 lnu du 

2  =  
10

9

1
lnu du

2 
  =  

10

9

1
u ́  lnu du

2 
           

                =   
1010

9 9

1 1 1
u ln u u  du =

2 2 u
    

1010

9 9

1 1
u ln u du 

2 2
  =   

10

9

1
u ln u

2
 -  

10

9

1
u

2
 

                =  
1 1

(10 ln10 9ln9) (10 9)
2 2

     =  
9 1

5ln10 ln 9
2 2
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εθαξκνγή  4Β.3 

Να ππνινγίζεηε ηo νινθιήξσκα       
 

2

6

1

1
I dt

2x 5



               

ιύζε  
 

 

● ζέηνπκε 2x 5 u   ,νπόηε    
1

d 2x 5 du 2x 5 dx du 2dx du dx du
2

          

● λέα άθξα 

   1 x 1
u 2x 5 2 5 7


                θαη     2 x 2

u 2x 5 4 5 9


      

● έρνπκε 
 

9 92 9 6 1
9

6 5

6 57
71 7 7

1 u 1 1 1
I dt u dt u

6 1 5 5 u2x 5

 
    

                  
  5 5

1 1 1

5 9 7

 
  

 
 

 

εθαξκνγή  4Β.4 

Να ππνινγίζεηε ηo νινθιήξσκα       
1

2
0

2x 1
I dx

x x 5




 
               

ιύζε  
 

 

Θέηνπκε    x
2
 + x +5= u      (2x + 1)dx  =  du     

Γηα   x = 0          u = 0+0+1=1 

Γηα   x =1         u =1+1+5=7    

Οπόηε    Η = 
77 7 7

21 1 1 1

2x 1 1 1
dx du 2 du u ........

u 2 ux x 5


    
 

 
    

 

εθαξκνγή  4Β.5 

Να ππνινγίζεηε ηo νινθιήξσκα       
 2

e

ln ln x
I dx

xln x
                

ιύζε  
 

 

● ζέηνπκε ln x u ,νπόηε    
1

d ln x du ln x dx du dx du
x

      

● λέα άθξα 

   1 x e
u ln x 1


             θαη     2 x 2

u ln x ln 2


   

● έρνπκε 
   

   
ln 22 ln 2 ln 2

2 2

1e 1 1

ln ln x ln u 1 1
I dx du  ln u ln udu ln u ln ln 2

x ln x u 2 2
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εθαξκνγή  4Β.6 

Να ππνινγίζεηε ηo νινθιήξσκα            
1

2/32

0

I x x 2 dx            

 

ιύζε   

 

● ζέηνπκε x 2 u  ,νπόηε    d x 2 du x 2 dx du dx du        

 

● λέα άθξα 

   1 x 0
u x 2 2


              θαη    2 x 1

u x 2 3


     

 έρνπκε        
1 3 3 3

2/3 22 2/3 2 2/3 8/3 5/3 2/3

0 2 2 2

I x x 2 dx u 2 u du u 2u 4 u du u 2u 4u du                                                 

1 1 18 5 2

3 3 3

0 0 0

u du 2 u du 4 u du ...        

θαη ππνινγίδνπκε ηα απιά νινθιεξώκαηα πνπ πξνθύπηνπλ. 

 

εθαξκνγή  4Β.7 

 

Να ππνινγίζεηε ηo νινθιήξσκα             
1

2 5

0

I x 1 x 2 dx              

 

ιύζε   

 

● ζέηνπκε x 2 u x u 2      

● δηαθνξίδνπκε    d x 2 du x 2 dx du dx du        

 

● λέα άθξα 

   1 x 0
u x 2 2


              θαη    2 x 1

u x 2 3


     

 έρνπκε          
1 3 3 3

2 5 2 5 2 5 7 6 5

0 2 2 2

I x 1 x 2 dx u 2 u du u 4u 4 u du u 4u 4u du                 

                                    

3 3 3

7 6 5

2 2 2

u du 4 u du 4 u du ...       

θαη ππνινγίδνπκε ηα απιά νινθιεξώκαηα πνπ πξνθύπηνπλ. 
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4Γ.                        κεζνδνη νινθιεξσζεο-3    → ξεηέο  ζπλαξηήζεηο 
 

● Γηα λα ππνινγίζνπκε έλα νινθιήξσκα  ηεο κνξθήο  
 

 

P x
dx

Q x





  θάλνπκε ηα εμήο: 

    ειέγρνπκε αλ ην θιάζκα απινπνηείηαη θαη πξνθύπηνπλ απιά νινθιεξώκαηα 

    ειέγρνπκε αλ    A x B x ,νπόηε 
 

 

 

 
 

P x Q x
dx dx ln Q x

Q x Q x

 



 


       

 

● Αλ δελ ηζρύνπλ ηα παξαπάλσ θαη Βαζκόο P(x) < Βαζκόο  Q(x), έρνπκε δε νινθιήξσκα ηεο 

κνξθήο  
2

x
dx

x x





 

    κε 0    , 2 4 0       θαη    

  2

1 2x x x x        ,ηόηε αλαιύνπκε ην θιάζκα ζε άζξνηζκα απιώλ θιαζκάησλ θαη 

έρνπκε :  
2

1 2

x A B

x x x x

 
 

     
  

Κάλνπκε νκώλπκα ζην δεύηεξν κέινο θαη απαηηνύκε νη αξηζκεηέο ησλ δύν θιαζκάησλ λα είλαη ίζα 

πνιπώλπκα. Έηζη δεκηνπξγείηαη ζύζηεκα, απ΄όπνπ βξίζθνπκε ηα Α,Β. 

 

● Αλ  Βαζκόο P(x)   Βαζκόο  Q(x) ,ηόηε : 

   Κάλνπκε ηελ δηαίξεζε ησλ πνιπσλύκσλ  x : Q(x) ,νπόηε        x Q(x) x Y x     

   Ζ ξεηή ζπλάξηεζε ζηελ πεξίπησζε απηή γξάθεηαη 

    
 

 

   

 
 

 

 

P x Q(x) x Y x Y x
x

Q x Q x Q x

 
    

   θαη ην νινθιήξσκα αλάγεηαη ζηηο παξαπάλσ πεξηπηώζεηο 

 

 

εθαξκνγή  4Γ.1 

Να  ππνινγίζεηε  ην  νινθιήξσκα    
x

I dx
x x






 
0

2

1

4

5 4
 

ιύζε   

Έρνπκε   

 

  

0 0 0
0

2 1
1 1 1

x 4 x 4 1
dx dx dx ln x 1 ln 2

x 5x 4 x 1 x 4 x 1 
  

 
                

 

εθαξκνγή  4Γ.2 

Να  ππνινγίζεηε  ην  νινθιήξσκα    
x

I dx
x x






 
0

2

1

2 5

5 4
 

ιύζε   

Έρνπκε   
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 20 0 0

2

2 2

1 1 1

x 5x 42x 5
dx dx ln x 5x 4 dx

x 5x 4 x 5x 4
  

       
        

 
0

2

1

2
ln x 5x 4 ln 4 ln10 ln

5

      
 

 

 

εθαξκνγή  4Γ.3 

Να  ππνινγίζεηε  ην  νινθιήξσκα    
x

I dx
x x


 

3

4 2

2
2 1

 

ιύζε   

Έρνπκε   

 
   

 
2 1

23 3 3 3
2

2 2

24 2 2
2 2 2 2

x 1x x 1 1
I dx dx x 1 x 1 dx dx

x 2x 1 2 2 2 1x 1

 



        
    
 

   

33

2 2

22

1 1 1 1 1 1 1
dx

2 x 1 2 x 1 2 8 3

     
                

  

 

εθαξκνγή  4Γ.4 

Να  ππνινγίζεηε  ην  νινθιήξσκα    I dx
x x




 

0

2

1

1

4 3
 

 

ιύζε   

Ζ ζπλάξηεζε   2

1
f x

x 4x 3


 
 έρεη πεδίν νξηζκνύ ην  fA R 1,3  . 

Καηά ζπλέπεηα ,σο ξεηή είλαη ζπλερήο ζην δηάζηεκα  1,0 .  

 

Δίλαη  
  2

1 1 A B
f x

x 4x 3 x 1 x 3 x 1 x 3
   

     
    1  

δειαδή ε ζπλάξηεζε γξάθεηαη  ζαλ άζξνηζκα δύν θιαζκάησλ, νπόηε ζα πξνζδηνξίζνπκε ηηο ηηκέο 

ησλ A,B ,γηα ηα fx A . 

Ζ ζρέζε   1  ηζνδύλακα γξάθεηαη : 

  

   

  
   

A x 3 B x 11
A x 3 B x 1 1

x 1 x 3 x 1 x 3

  
      

   

   

1
A

A B 0 2
A B x 3A B 0x 1

3A B 1 1
B

2


   

         
    



 

Άξα   

1 1

2 2f x
x 1 x 3



 
 

 θαη ην νινθιήξσκα γξάθεηαη 
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0 0 0 0

1 1 1 1

1 1
1 1 1 12 2I f x dx dx dx dx

x 1 x 3 2 x 1 2 x 3
   

 
     

           
       

 

     

     
0 0

1 1

1 1 1 1 1
ln x 1 ln x 3 ln1 ln 2 ln3 ln 4 ln 4 ln3 ln 2

2 2 2 2 2 
                      

 

ζρόιην 

 

Μηα άιιε αληηκεηώπηζε είλαη ε παξαθάησ 

 
  

   

  

0 0 0 0

2

1 1 1 1

x 1 x 31 1 1
I f x dx I dx dx dx

x 4x 3 x 1 x 3 2 x 1 x 3
   

  
     

          

0 0 0
0 0

1 1
1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1
dx dx dx ln x 3 ln x 1 ...

2 x 3 x 1 2 x 3 2 x 1 2 2 
  

 
                    

    

 

 

εθαξκνγή  4Γ.5 

 

Να  ππνινγίζεηε  ην  νινθιήξσκα     
x x

dx
x x



 

 
0 2

2

1

2 2

3 2
          

 

ιύζε   

 

Κάλνπκε ηελ Δπθιείδηα δηαίξεζε     2 2x x 2 : x 3x 2     

 

             2x     2x    2                 2x     3x    2   

             - 2x    +  3x      -2                1                                         θαη έρνπκε 

                           x 

 

 2 2x     2x    2=1 x     3x    2 x       , νπόηε 

 20 0 02

1 2 2 2

1 1 1

1 x     3x    2 xx 2x 2 x
I dx dx 1 dx

x 3x 2 x 3x 2 x 3x 2
  

      
     

      
    

0 0

2

1 1

x
1dx dx

x 3x 2
 

 
      1 .  Όκσο 

 

●  
0

0

1

1

1dx x 1




    

●
  

0 0 0

2

1 1 1

x x 1 2
dx dx ...

x 3x 2 x 1 x 2 x 1 x 2
  

 
           

  
8

... ln
9
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4Γ.                        κεζνδνη νινθιεξσζεο-5    →  ζπλαξηήζεηο πνιιαπινύ ηύπνπ 
 

► Αλ ε f είλαη πνιιαπινύ ηύπνπ ηεο κνξθήο   
   

   

x   x ,
f x

x   x ,

   
 

   
 , ηόηε: 

●εμαζθαιίδνπκε ηε ζπλέρεηα ηεο f ζην x    θαη θαη΄επέθηαζε  ζην  ,    

● ζηε ζπλέρεηα νινθιεξώλνπκε        
k

k

f x dx x dx x dx

 

 

       

 
► Αλ ε ζπλάξηεζε f  έρεη ζηνλ ηύπν ηεο απόιπηα ,ηόηε : 

●εμαζθαιίδνπκε πάιη ηελ ζπλέρεηα ηεο ζην  ,   

●Αλ ε παξάζηαζε ηνπ απνιύηνπ δηαηεξεί ζηαζεξό πξόζεκν ζην ,  ,ηόηε ην απαινίθνπκε θαη 

ππνινγίδνπκε θαηά ηα γλσζηά ην νινθιήξσκα πνπ πξνθύπηεη. 

 

●Αλ ε παξάζηαζε ηνπ απνιύηνπ δελ δηαηεξεί ζηαζεξό πξόζεκν ζην ,  ,ηόηε ην απαινίθνπκε , 

ηελ ηξέπνπκε ζε πνιιαπινύ ηύπνπ θαη εξγαδόκαζηε όπσο παξαπάλσ. 

 

 

εθαξκνγή  4Γ.1 

Να ππνινγίζεηε ηo νινθιήξσκα   
π

π
 f(x) dx

 ,  αλ  f(x) = 
x    ,     x 0

x,     0 x

   

   

 

ιύζε   

Δπεηδή  
x 0
lim


f(x) = 

x 0
lim


x = 0 = f(0)    θαη    

x 0
lim


f(x) = 

x 0
lim


εκx = 0 = f(0),  

ε  f  είλαη ζπλερήο ζην  xν = 0,  άξα ζπλερήο  θαη ζην [π,  π]   

Οπόηε    
π

-π
 f(x) dx = 

0 π

-π 0
x dx + εκx dx    = 

0
2

π

0

x
 + [ ζπλx]

2


 
 

 
   

                                = 
2π

(0 ) + ( ζπλπ ζπλ0)
2

    = 
2 2π π

1 1 = 2
2 2

     

εθαξκνγή  4Γ.2 

Να ππνινγίζεηε ηo νινθιήξσκα     
3

2

0
x 3x 2  dx   

ιύζε   

 

Πξόζεκν ηνπ ηξηώλπκνπ   :   

Οπόηε      
3

2

0
x 3x 2  dx  =

1 2 3
2 2 2

0 1 2
(x 3x 2) dx ( x 3x 2) dx (x 3x 2) dx            

            = 

1
3 2

0

x 3x
2x

3 2

 
  

 
+ 

2
3 2

1

x 3x
2x

3 2

 
  

 
+ 

3
3 2

2

x 3x
2x

3 2

 
  

 
 

            = 
1 3 8 12 1 3 27 27 8 12

2 0 4 2 6 4
3 2 3 2 3 2 3 2 3 2
                = 

11

6
 

        x –               1                 2             +    
2x – 3x + 2             +      0       –        0      + 
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4Δ.                        κεζνδνη νινθιεξσζεο-4    →  ηξηγσλνκεηξηθέο ζπλαξηήζεηο 
 
► Βαζηθνί ηύπνη -1 

2 2 1                                                   2

2

1

1
 

  
 





                                                          

2
2

21

 
 

  
 





                                                          

1
 


                                                              

1                                                        

 

► Βαζηθνί ηύπνη -2 

εκ2α=2εκαζπλα      ζπλ2α=

2 2

2

2

1 2

2 1

   


  
   

            εθ2α=
2

2

1



 
 

εκ
2
α=

1 2

2

 
              ζπλ

2
α=

1 2

2

 
             εθ

2
α=

1 2

1 2

 

 
 

 

►  To  x   λα  είλαη ζε  πεξηηηή  δύλακε 

                       

β

2λ 1

α

εκ xdx

       

β

2λ 1 θ

α

εκ xζπλ xdx

      

β 2λ 1

θ

α

εκ x
dx

ζπλ x



  

 Κάλνπκε δηάζπαζε ηεο δύλακεο ηνπ εκηηόλνπ 

      
λ λ

2λ 1 2 2 εκ x εκ x εκx 1 ζπλ x εκx     

 Θέηνπκε   ζπλx t  

 dζπλx dt εκxdx dt εκxdx dt       

    λέα άθξα  1 2u ζπλα   θαη   u ζπλβ   

 

►   To  x  λα  είλαη ζε  πεξηηηή   δύλακε 

                                

β

2λ 1

α

ζπλ xdx

       

β

2λ 1 θ

α

ζπλ xεκ xdx

      

β 2λ 1

θ

α

ζπλ x
dx

εκ x



  

 Κάλνπκε δηάζπαζε ηεο δύλακεο ηνπ ζπλεκηηόλνπ 

      
λ λ

2λ 1 2 2 ζπλ x ζπλ x ζπλx 1 εκ x εκx     

 Θέηνπκε   εκx t  

 dζπλx dt εκxdx dt εκxdx dt       

    λέα άθξα  1 2u ζπλα   θαη   u ζπλβ   
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εθαξκνγή  4Δ.1 

Να ππνινγίζεηε ηo νινθιήξσκα          2

0

I x xdx



              

ιύζε   

 

● ζέηνπκε x u   

● δηαθνξίδνπκε    d x du x dx du xdx du xdx du           

 

● λέα άθξα 

   1 x 0
u x 1


              θαη    2 x

u x 1


     

 έρνπκε  
 

11 1 3
2 2 2

0 1 1 1

1u 1 2
I x xdx u du u du

3 3 3 3

 

 

 
          

 
     

 

εθαξκνγή  4Δ.2 

Να ππνινγίζεηε ηo νινθιήξσκα          3

0

I xdx



             

ιύζε   

Τν νινθιήξσκα γξάθεηαη  3 2 2

0 0 0

I xdx x xdx x 1 x dx

  

             1  

● ζέηνπκε x u   

● δηαθνξίδνπκε    d x du x dx du xdx du xdx du           

 

● λέα άθξα 

   1 x 0
u x 1


              θαη    2 x

u x 1


     

 έρνπκε       
11 1 3

2 2 2

0 1 1 1

u
x 1 x dx 1 u du 1 u du u

3

 

 

 
          

 
     

1 1 2 4
1 1 2

3 3 3 3

   
         

   
 

 

εθαξκνγή  4Δ.3 

Να ππνινγίζεηε ηo νινθιήξσκα          3 2

0

I x xdx



              

ιύζε   

Τν νινθιήξσκα γξάθεηαη  3 2 2 2 2 2

0 0 0

I x xdx x x xdx x 1 x xdx

  

                

● ζέηνπκε x u   

● δηαθνξίδνπκε    d x du x dx du xdx du xdx du           

 

● λέα άθξα 

   1 x 0
u x 1


              θαη    2 x

u x 1


           θαη έρνπκε  
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1 1

2 2 2 2 2 4

0 1 1

I x 1 x xdx 1 u u du u u du

  

             

1 11 1 1 1 3 5
2 4 2 4

1 1 1 1 1 1

u u
u du u du u du u du

3 5

 

   

   
          

   
     

 

1 1 1 1 2 2 4

3 3 5 5 3 5 15

   
         
   

 

 

εθαξκνγή  4Δ.4 

Να ππνινγίζεηε ηo νινθιήξσκα          

/6

0

1
I dx

x




            

ιύζε   

Τν νινθιήξσκα γξάθεηαη 
/6 /6 /6

2 2

0 0 0

1 x x
I dx dx dx

x x 1 x

  
 

  
        1  

● ζέηνπκε x u   

● δηαθνξίδνπκε    d x du x dx du xdx du        

 

● λέα  άθξα 

   1 x 0
u x 0


              θαη    

1 x /6

1
u x

2
    

από  ηελ   1  έρνπκε  

                          
  

   

  

/6 1/2 1/2 1/2

2 2

0 0 0 0

u 1 u 1x 1 1 1
I dx du du du

1 x 1 u 1 u 1 u 2 u 1 u 1

   
    

            

 
1

1/2 1/2 1/2 12

2

0
0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1
du du du ln u 1 ln u 1 ln 3

2 u 1 u 1 2 u 1 u 1 2

 
                             

 

    

 

εθαξκνγή  4Δ.5 

Αλ    Η = 22

0
x εκ x dx



 ,     

π

22

0
J = x ζπλ x dx  , λα ππνινγίζεηε ηα νινθιεξώκαηα  

I + J ,            I J ,           I ,           J   

 

ιύζε   
π π

2 22 2

0 0
I + J  =  x εκ x dx + x ζπλ x dx   =  

π

2 22

0
(x εκ x + xζπλ x)dx =  

π

2 22

0
x (εκ x + ζπλ x)dx  

         =  
π

2

0
x dx   =  

2 2

0

x

2



 
 
 

  =  

2

2

2

 
 
 

 – 
20

2
 =  

2π

8
        (1) 

π π

2 22 2

0 0
Η J  =  x εκ x dx x ζπλ x dx     =  

π

2 22

0
(x εκ x  x ζπλ x) dx          
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    =  
π

2 22

0
x (εκ x  ζπλ x) dx  =  

π

2

0
 x( ζπλ2x) dx  = –

π

2

0
 x ζπλ2x dx  

    = –
π

2

0

2x
 x  dx

2

 
 
 

  = –
2

0

2x
x

2



 
 
 

 +  
π

2

0

2x
  dx

2


  

    = –
0 0

2 2 2 2

   
 

 
 +  

π

2

0

1
 εκ2x dx

2 
 = – 0 – 

1

4
   2

0
2x



  

   = – 
1

4
   0 = – 

1

4
 (–1 – 1)  =  

1

2
           (2)  θαη έρνπκε : 

 

(1) + (2)         2Η = 
2π

8
 + 

1

2
          Η = 

2π

16
 + 

1

4
 

(1) – (2)         2Η = 
2π

8
 – 

1

2
          Η = 

2π

16
 – 

1

4
 

 

 

4Ε.                        κεζνδνη νινθιεξσζεο - 6    →  ζεσξεηηθά –ζύλζεηα  ζέκαηα 
 

► νινθιήξσκα αληίζηξνθεο  

  ε κεηάβαζε από ην έλα νινθιήξσκα ζην άιιν       1f x dx f x dx

 



 

  γίλεηαη αλάθνγα κε ην 

πνηα ζπλάξηεζε έρεη γλσζηό ηύπν ή είλαη απιόο ν ππνινγηζκόο ηνπ νινθιεξώκαηνο . 

  Αλ πεξάζνπκε από ηελ f
-1

 ζηελ f  ,θάλνπκε αληηθαηάζηαζε  x f u  

  Αλ πεξάζνπκε από ηελ f ζηελ f
-1

 ,θάλνπκε αληηθαηάζηαζε  1x f u  

 

► ε αληηθαηάζηαζε u x 
 
Ηζρύεη όηη    f x dx f x dx

 

 

    

απόδεημε 

Πξάγκαηη ,αλ ζην νινθιήξσκα  1 f x dx





   ζέζνπκε x u u x     

παίξλνπκε : 

●  dx d u dx du      

●
1

u       θαη  
2

u      ,νπόηε 

        1 f x dx f u du f u du f u du

  

   

               

 f x dx





      ,  άξα       f x dx f x dx

 

 

     

 

► Αλ f είλαη άξηηα ζπλάξηεζε,ηόηε ηζρύεη         
0

f x dx 2 f x dx

 



   

απόδεημε 
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0

1 2

0

I f x dx f x dx f x dx

 

 

              1  

Σην νινθιήξσκα 
1
  θάλνπκε αιιαγή κεηαβιεηήο , 

ζέηνληαο u x x u     νπόηε θαη dx du   

 Τα λέα άθξα είλαη 
1 x

u x


      θαη 
2 x 0

u x 0


   ,νπόηε 

●           
0 0 0

1 2

0 0

I f x dx f u du f u du f u du f x dx I

 

  

              ,νπόηε ε  

     2

0

1 I 2I I f x dx 2 f x dx

 



       

► Αλ f είλαη πεξηηηή ζπλάξηεζε,ηόηε ηζρύεη       f x dx 0





  

απόδεημε 

 

όκνηα έρνπκε 

●         
0 0 0

1 2

0

I f x dx f u du f u du f u du I



  

             ,νπόηε ε  

   1 2 2 2
1 I I I I I 0 I f x dx 0





           

 

εθαξκνγή  4Ε.1 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε        3
f x x 2x 1    .Να απνδείμεηε όηη είλαη αληηζηξέςηκε θαη  

λα ππνινγίζεηε ην νινθιήξσκα     
4

1

1

f x dx


        

ιύζε   

 

 Ζ ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηκε (σο πνιπσλπκηθή) κε   2f x 3x 2 0    ,δειαδή είλαη 

γλεζίσο αύμνπζα ,άξα θαη 1 1 θαη θαηά ζπλέπεηα ζα αληηζηξέθεηαη . 

 Θέηνπκε  1f x u  ,νπόηε θαη  x f u . 

 Δίλαη    dx df u f u du    θαη γηα ηα λέα άθξα έρνπκε : 

            
f  1 1

1

1 1 1 1u f 1 1 f u f u f 0   u 0


        θαη  

            
f  1 1

1

2 2 2 2u f 4 4 f u f u f 1   u 1


        θαη  έηζη παίξλνπκε  

         
14 1 1 1 1 4

1 2 3 2

1 0 0 0 0 0

3x
f x dx uf u du xf x dx x 3x 2 dx 3x 2x dx x

4

  
         

 
      

3 7
1

4 4
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εθαξκνγή  4Ε.2 

α.Να δείμεηε όηη    f x dx f x dx

 

 

      

β. Να ππνινγίζεηε ην νινθιήξσκα  

3

3

6

1
I dx

1 x






  . 

ιύζε   

α.Γεο ηελ απόδεημε παξαπάλσ ζηελ κέζνδν 4Ε 

β.Κάλνπκε εθαξκνγή ηνπ α. εξσηήκαηνο γηα  
3

1
f x

1 x


 
 , 

  
6


    θαη 

3


  ,νπόηε έρνπκε : 

 
 3 3 3 3 3

3
3

6 6 6 6 6

1 1
I dx f x dx  f x dx = f x dx dx

1 x 6 3 2
1 x

2

    



    

     
                    

 

    

3 3 3 3

3 3

36 6 6

1 1 x
dx dx dx J

11 x 1 x
1

x

  

  


   

  



    

Έρνπκε ινηπόλ 

● I J  θαη  

●  
3 3 3 33 3

3

3 3 3

6

6 6 6 6

1 x 1 x
I J dx dx dx 1dx x

1 x 1 x 1 x 3 6 6

   





   

     
        

          

Λύλνπκε ην ζύζηεκα 

I J

I
12I J

6




  
 



 , δειαδή    

3

3

6

1
I dx

1 x 12






 

   

 

εθαξκνγή  4Ε.3 

Αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο ζην  ,   θαη ηζρύεη    f x f x    

γηα θάζε x R  ,λα δείμεηε όηη :    xf x dx f x dx
2

 

 

 
  . 

ιύζε   

Θέηνπκε   
 

 I xf x dx    I xf x dx 

 

 

      

● Κάλνπκε αληηθαηάζηαζε   x u x u     

● Γηαθνξίδνπκε θαη είλαη     d x du x dx du dx du dx du            
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● λέα άθξα   
1 x

u x


     θαη 
2 x

u x


     

 

είλαη  

               I xf x dx u f u du u f u du u f u du

  

   

                

             f u du uf u du f u du I 2I f u du

   

   

                

     2I f x dx I f x dx
2

 

 


       

 

εθαξκνγή  4Ε.4 

Να βξεζεί ην νινθιήξσκα   

5

17 15

5

x xdx


  

ιύζε   

Θέηνπκε    17 15f x x x   νπόηε         
17 15 17 15f x x x x x f x           

δειαδή ε ζπλάξηεζε f  είλαη πεξηηηή θαη θαηά ζπλέπεηα έρνπκε 
5

17 15

5

x xdx 0


   

 

εθαξκνγή  4Ε.5 

Να βξεζεί ην νινθιήξσκα   

1 x

x

1

x x e
I dx

1 e

 


  

 

ιύζε   

Δίλαη    

1 1 1x x

1 2x x x

1 1 1

x x e x x e
I dx dx dx I I

1 e 1 e 1 e  

  
    

         1  

● Ζ ζπλάξηεζε  
x

x x
f x

1 e





 είλαη πεξηηηή γηαηί  

 
 

 
x x

x x x x
f x f x

1 e 1 e


    
     

 
 

Καηά ζπλέπεηα έρνπκε  
1

1 x

1

x x
I dx 0

1 e


 

  

● Ζ ζπλάξηεζε  
x

x

e
g x

1 e



 είλαη άξηηα γηαηί  

   
x x

x x

e e
g x g x

1 e 1 e




   

 
 

Καηά ζπλέπεηα έρνπκε  
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x1 1 1 1x x xx 0 1
x

2 x x x x 0
1 0 0 0

1 ee e e
I dx 2 dx 2 dx =2 dx 2 ln 1 e

1 e 1 e1 e 1 e






              

      
1

x 1 0

0

1 e
2 ln 1 e 2 ln 1 e ln 1 e 2ln

2


          

εθαξκνγή  4Ε.6 

i)    Να βξείηε ηελ παξάγσγν ηεο ζπλάξηεζεο     2
f(x) = ln x x 1   

ii)   Να απνδείμεηε όηη     
1

20

1
 dx = ln 1 2

x 1



  

 

ιύζε   

i) f ΄(x)  =  
'

2ln(x x 1)   =  
2

1

x x 1


 
 2x x 1


   

  =   2

2 2

1 1
1 x 1

x x 1 2 x 1

 
   

   
  =  

2 2

1 1
1 2x

x x 1 2 x 1

 
  

   
 

 =  
2 2

1 x
1

x x 1 x 1

 
  

   
   =  

2

2 2 2

1 x 1 x 1
 = 

x x 1 x 1 x 1

 


   
 

 

ii) 
1

20

1
 dx

x +1
    

(i )

   
1

0
 f (́x)dx  =  f(1)   f(0)  =  ln(1 2) ln1 ln(1 2    ) 

 

εθαξκνγή  4Ε.7 

 

Έζησ κία ζπλάξηεζε  f  κε ζπλερή ηελ  f ΄΄  θαη γηα ηελ νπνία ηζρύεη  

                                 
π

0
(f(x) + f ΄΄(x)) εκx dx = 2 .  

Αλ   f(π) =1,   κε ηελ βνήζεηα ηεο νινθιήξσζεο  θαηά παξάγνληεο ,   

λα ππνινγίζεηε ην f(0) 

 

ιύζε   

         Δίλαη           
π

0
(f(x) + f ΄́ (x)) εκx dx = 2          

                             
π π

0 0
f(x)εκx dx + f ΄́ (x) εκx dx = 2     

                       
π π

0 0
f(x)( ζπλx)  ́dx + (f (́x))  ́εκx dx = 2   

   [ζπλx f(x)
π

0
]  + 

π

0
f (́x) ζπλx dx + 

π
π

0
0

[f (́x)εκx]  f (́x) ζπλx dx = 2    

               ( ζπλπ f(π) ζπλ0 f(0) ) + ( f (́π) εκπ f (́0) εκ0 ) = 2    

                                              1·1 + 1·f(0)+0 = 2  ,νπόηε       f(0) = 1   
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5.                                                          εκβαδό  ρσξίνπ 
 

Α.  εκβαδό ρσξίνπ πνπ ζρεκαηίδεηαη από κία ζπλάξηεζε 

 Τν εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ Ω πνπ νξίδεηαη από ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  f  , ηηο επζείεο x   ,  

    x    θαη ηνλ άμνλα x x είλαη    E f x dx





   . Δηδηθά έρνπκε 

 

 

 

 

Αλ   f x 0  γηα θάζε  x ,   ,ηόηε 

 E f x dx





   

 

 

 

 

Αλ   f x 0  γηα θάζε  x ,   ,ηόηε 

 E f x dx





   

 

 

 

Αλ  ε  f x  δελ δηαηεξεί ζηαζεξό πξόζεκν ζην  

 ,  ,πρ ζην δηπιαλό ζρήκα ,ζα ηζρύεη : 

       1 2 3
E E E E       =

     f x dx f x dx f x dx

 

  

     

όπνπ ,  είλαη νη ξίδεο ηεο  f x 0  

 ζην  ,   

 

 

 ζηελ πεξίπησζε πνπ δελ δίλεηαη κηα από ηηο επζείεο x   , x   (ή θαη ηηο δύν) ,ζα παίξλνπκε  

    ηηο ξίδεο ηεο εμίζσζεο  f x 0  
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 Β.  εκβαδό ρσξίνπ πνπ ζρεκαηίδεηαη από δύν  ζπλαξηήζεηο 

 Τν εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ Ω πνπ νξίδεηαη από ηηο γξαθηθέο παξάζηαζε ησλ ζπλαξηήζεσλ f ,g  ,  

   ηηο επζείεο x   , x     είλαη      E f x g x dx





   . Δηδηθά έρνπκε 

 

 

 

 

Αλ     f x g x  γηα θάζε  x ,   ,ηόηε 

    E f x g x dx





   

 

 

 

Αλ     f x g x  γηα θάζε  x ,   ,ηόηε 

    E f x g x dx





   → 

    E g x f x dx





   

 

 

 

Αλ  ε δηαθνξά    f x g x  δελ δηαηεξεί 

ζηαζεξό πξόζεκν ζην   ,  ,πρ ζην δηπιαλό 

ζρήκα ,ζα ηζρύεη : 

       1 2 3
E E E E       =

         f x g x dx g x f x dx

 

 

      

    f x g x dx





   

όπνπ ,  είλαη νη ξίδεο ηεο    f x g x  

 ζην  ,   

 

 ζηελ πεξίπησζε πνπ δελ δίλεηαη κηα από ηηο επζείεο x   , x   (ή θαη ηηο δύν) ,ζα παίξλνπκε  

    ηηο ξίδεο ηεο εμίζσζεο    f x g x  

εθαξκνγή  5Α.1 
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Να ππνινγίζεηε ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη από ηε γξαθηθή παξάζηαζε  

ηεο ζπλάξηεζεο   f(x) = x
2

2x+3 ,   ηηο επζείεο   x = 0 ,   x = 2   θαη ηνλ άμνλα ησλ  x 

ιύζε   

 

Βξίζθνπκε ην πξόζεκν ηνπ ηξηώλπκνπ   f(x) = x
2

2x + 3 ζην δηάζηεκα  [0,  2]  

Γ = 412 = 3 < 0 ,   άξα   f(x) > 0  γηα θάζε   x R .  

Τν δεηνύκελν εκβαδόλ είλαη :     Δ = 
2

2

0
(x 2x + 3)dx  =  

2
3

2

0

x
x 3x

3

 
  

 
 

                                                                                         =      

 

εθαξκνγή  5Α.2 

 

Να ππνινγίζεηε ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη από ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 

ζπλάξηεζεο   f(x) = x
2

3x    θαη ηoλ άμνλα ησλ x  

ιύζε   

Τα ζεκεία ηνκήο ηεο   fC   κε ηνλ άμνλα ησλ  x  έρνπλ ηεηκεκέλεο ηηο ιύζεηο ηεο εμίζσζεο     f(x) = 

0         x
2

3x = 0    

                                              x(x3) = 0 

                                              x = 0   ή    x = 3 .  

Τν δηάζηεκα νινθιήξσζεο είλαη ην   [ 0,  3]  

 

Πξόζεκν ηεο f  :  

   

 

Δπεηδή   f(x)   0   ζην  [ 0,  3] ,    ζα είλαη     Δ =
3

0
 f(x) dx  = 

3
2

0
( x + 3x)dx  

                                                       = 

3
3 2

0

x 3x

3 2

 
  
 

  = 
27 27 9

  
3 2 2

    

 

εθαξκνγή  5Α.3 

 

Να βξείηε ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη από ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 

ζπλάξηεζεο     f(x) = 

2
x 4x 3,       x 2

2x 5        ,       x 2

   

  

     θαη ηνλ άμνλα ησλ x. 

ιύζε   

  

 

+x 2 x 2
lim f(x) = lim ( 2x 5) = 1

 
   

 f(2) =1    

άξα   f   ζπλερήο ζην   xν = 2 ,  άξα ζπλερήο ζην     

Κνηλά ζεκεία ηεο    κε ηνλ άμνλα  x x :   – 2x + 4x – 3 = 0     x =1   άξα  Α(1, 0) 

8 14
4 6

3 3
  

2

2 x 2
lim f(x) = lim ( x 4x 3) = 1

  
  

x

fC

x –             0               3            +  

f(x)           +      0       –      0       + 
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                                                                       2x + 5 = 0         άξα  Γ
5

,  0
2

 
 
 

 

Πξόζεκν ηνπ θιάδνπ    2x + 4x – 3 :     2x + 4x – 3 > 0         

                                        2x – 4x + 3 < 0   1 < x < 3   πνπ ηζρύεη αθνύ  x[1,  2) 

Πξόζεκν ηνπ θιάδνπ    2x + 5 :    –2x + 5   0        

                                                       –2x   –5  x   
5

2
 

Δπνκέλσο      Δ =  =  
2

1
f (x) dx  + 

5

2

2
f (x) dx   

                                                  =  

                                                  =  

                             =   
8 1 25 25

8 6 2 3 4 10
3 3 4 2

     
                 
     

 =  
3

4
  

 

 

εθαξκνγή  5Α.4 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f κε ηύπν   

x
e e,x 1

f x ln x
,x 1

x

  


 




   . 

    Να απνδείμεηε όηη ε f είλαη ζπλερήο θαη λα ππνινγίζεηε ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ , ην 

    νπνίν πεξηθιείεηαη από ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f , ηνλ άμνλα x΄x θαη ηηο επζείεο   

   κε εμηζώζεηο x=0 θαη x=e .   

 

ιύζε   

   

 Ζ f είλαη ζπλερήο ζηα (- ,1) , (1 , + ) σο δηαθνξά ζπλερώλ ζπλαξηήζεσλ θαη 

   πειίθν ζπλερώλ ζπλαξηήζεσλ αληίζηνηρα .Δίλαη αθόκε : 

   
x  1
lim


f(x) =

x  1
lim


(e

x
-e)=e-e=0 , 

x  1
lim


f(x) =

x  1
lim



ln x

x
=

ln1

1
=0 , f(1)= 

ln1

1
=0 , 

    άξα 
x  1
lim


f(x) =

x  1
lim


f(x) = f(1) . Σπλεπώο ε f είλαη ζπλερήο ζην  . 

    Γηα θάζε x[0 , 1) είλαη e
x
<e

1
 e

x
-e<0 f(x)<0 θαη γηα θάζε x[1 , e] 

    είλαη f(x)= 
ln x

x
0 .Τν δεηνύκελν εκβαδό είλαη Δ=

1

0

f (x)dx +

e

1

f (x)dx = 

    = 
1

x

0

(e e )dx +
e

1

ln x
dx

x = [ex- e
x
] 1

0
+ 

e 1

2

1

(ln x) (ln x)΄dx =[ex- e
x
] 1

0
+[

2

3
(lnx)

3

2 ] e

1
= 

   = (e-e)-(0-1)+ 
2

3
1-

2

3
0 = 

5

3
  η.κ. 

 

 

 

5
x

2


5

2

1
( ) dx  f x

5
2

2 2

1 2
( x 4x 3)dx ( 2x 5)dx      

2 53
2 2 2

2
1

x
2x 3x x 5x

3
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εθαξκνγή  5Α.5 

Έζησ f κηα πξαγκαηηθή ζπλάξηεζε κε ηύπν : 

2

x 3

x    ,  x 3

f (x)  1 e
  ,  x>3       

x 3



  


  




 

α) Αλ ε f είλαη ζπλερήο , λα απνδείμεηε όηη  - 
1

9
 . 

β) Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο Cf  ηεο  

    ζπλάξηεζεο f ζην ζεκείν Α(4 , f(4)) . 

γ) Να ππνινγίζεηε ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη από ηε γξαθηθή  

    παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f , ηνλ άμνλα x΄x  θαη ηηο επζείεο  x = 1 θαη x = 2 

 

ιύζε   

 

α) Αλ ε f είλαη ζπλερήο ζα είλαη ζπλερήο θαη ζην 3 ,άξα 
x 3
lim


f(x) = 

x 3
lim


f(x) = f(3) . 

    Δίλαη 
x 3
lim


f(x) = 

x 3
lim



x 31 e

x 3




 

0

0

  
x 3
lim



x 3(1 e )́

(x 3)́




= 

x 3
lim


(- e

x-3
) = -1  ,  

    
x 3
lim


f(x) = 

x 3
lim


( αx

2
 ) = 9α , f(3) = 9α . Άξα 9α = -1    α = - 

1

9
 . 

β) Γηα x > 3 είλαη :  

    f ΄(x) =
x 3 x 3

2

(1 e )́ (x 3) (1 e )(x 3)́

(x 3)

     


= 

x 3 x 3

2

e (x 3) (1 e )

(x 3)

    


 , επνκέλσο 

    f ΄(4) = 
e 1 (1 e)

1

   
= -1 . Αθόκε είλαη f(4) = 

4 31 e

4 3




= 1- e . Ζ εμίζσζε ηεο  

   εθαπηνκέλεο ηεο Cf  ζην ζεκείν Α(4 , f(4)) είλαη :  y – f(4) = f ΄(4)(x - 4)   

    y – (1 – e) = -1(x - 4)  y = -x +5 – e  . 

γ) Ζ f είλαη ζπλερήο ζην [1 , 2] άξα ην δεηνύκελν εκβαδό είλαη Δ = 

2

1

f (x) dx = 

    = 

2

2

1

x dx  = 
2

2

1

x dx  =  [
3x

3
] 2

1
 =

7

3
  . 

 

εθαξκνγή  5Α.6 

 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε    f(x) = x
3 

- 6x
2
+9x+1   ,  x R . 

α) Να κειεηήζεηε σο πξνο ηε κνλνηνλία ηε ζπλάξηεζε f  θαη λα απνδείμεηε όηη  

    f(x) > 0  γηα  θάζε  x[1 , 3] . 

β) Να βξείηε ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη από ηε γξαθηθή παξάζηαζε    ηεο 

ζπλάξηεζεο f , ηνλ άμνλα x΄x θαη ηηο επζείεο  x=1 θαη   x=3 

 

ιύζε   

α) Γηα θάζε x είλαη f ΄(x) = 3x
2 
-12x+9 = 3(x

2 
- 4x+3) , f ΄(x) = 0   x

2 
- 4x+3=0 

     x =1 ή x =3 . Τν πξόζεκν ηεο f ΄(x) θαίλεηαη ζηνλ παξαθάησ πίλαθα : 
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x -  1 3 +  

f ΄(x)            +                    0   - 0              + 

f(x)  

   

 

     Άξα ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζηα δηαζηήκαηα (- , 1) , (3 , + ) θαη γλεζίσο 

     θζίλνπζα ζην [1 , 3] .Λόγσ ηεο κνλνηνλίαο ηεο f ζην [1 , 3] έρνπκε : 1 x 3   

       f(1)   f(x)  f(3)   f(x)   3
3 
- 63

2
+93+1   f(x)  1 . Σπλεπώο ζα είλαη θαη  

     f(x) > 0 γηα θάζε x[1 , 3] . 

β) Γηα θάζε x[1 , 3] ε f είλαη ζπλερήο σο πνιπσλπκηθή θαη ηζρύεη  f(x) > 0 . 

    Άξα ην δεηνύκελν εκβαδό είλαη Δ = 

3

1

f (x)dx  =

3

3 2

1

(x 6x 9x 1)dx    = 

    [
4x

4
- 2x

3 
+ 9

2x

2
+ x ] 3

1
 = 6 η.κ. 

 

εθαξκνγή  5Β.7 

Να ππνινγίζεηε ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη από ηηο γξαθηθέο  

παξαζηάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ   f(x) = x
3
    θαη    g(x) = 2xx

2
 . 

ιύζε   

Βξίζθσ ηα ζεκεία ηνκήο ησλ δύν γξαθηθώλ παξαζηάζεσλ , νη ηεηκεκέλεο ηνπο είλαη νη ιύζεηο ηεο 

εμίζσζεο    f(x) = g(x)        x
3 

= 2xx
2
 

                   x
3
 2x + x

2 
= 0  x(x

2
-2 + x) = 0   x = 0    ή   x = 2    ή    x = 1 

Γηάζηεκα  νινθιήξσζεο είλαη ην   [-2,  1] 

Ζ δηαθνξά    f(x) g(x) = x
3
 + x

2
 – 2x  = x(x

2
 + x – 2) = x(x + 2)(x – 1) 

 

Πξόζεκν ηεο δηαθνξάο  f(x) g(x) 

:    

 

  

Δπνκέλσο        Δ  = 
0 1

2 0
(f(x) g(x))dx ( f(x) g(x))dx


      

 = 
1

0
3 2 3 2

2
0

(x + x 2x)dx + ( x x 2x)dx


          = 

0 1
4 3 2 4 3 2

2 0

x x 2x x x 2x
+ + +

4 3 2 4 3 2


   
     

   
 

                             = 
8 1 1 37

4 4 1  
3 4 3 32

         

 

εθαξκνγή  5Β.8 

 

Να ππνινγίζεηε ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη από ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ 

ζπλαξηήζεσλ  

                                    θαη     
x 1

g(x)
3


  

 

ιύζε   

 

f (x) x 1 

x –           –2              0             1            +  

f(x) –       0       +     0      –     0       + 
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Κνηλό πεδίν νξηζκνύ    [1,  + ) 

 

Κνηλά ζεκεία ησλ  fC ,  
gC  :      

  f(x) = g(x)         x 1 
x 1

3


    

  
2(x 1)

x 1
9


     9(x – 1) = (x + 1 2)  

   9x – 9 = x
2 
+ 2x + 1 x

2
7x + 10 = 0    

     x = 2   ή   x = 5    

 

Πξόζεκν ηεο δηαθνξάο f(x)g(x) :   f(x)g(x)   0     f(x)  g(x) 

       x 1    
x 1

3


   3 x 1   x + 1   9(x – 1)   (x + 1 2)  

       9x – 9   x
2 

+ 2x + 1  x
2

7x + 10   0     2   x   5 

E  = 
5

2

1
f (x) g(x) dx  =  

5

2
(f (x) g(x))dx = 

5

2

x 1
( x 1 )dx

3


    =  

     = 
1

5 5
2

2 2

1
(x 1) dx (x 1)dx

3
      = 

5
1

1 5
22

2

2

(x 1) 1 x
x

1 3 2
1

2


 
   

    
  

 

 

        =   
55 23

2

2 2

2 1 x
x 1 x

3 3 2

  
    

   
   =  

3

2
2 1 25 4

(4 1) ( 5 2) 
3 3 2 2

     
1

6
   

 

 

 

εθαξκνγή  5Β.9 

 

Έζησ ε ζπλάξηεζε   f(x) = 3x
2
  

i)   Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο   fC   ζην ζεκείν ηεο   Α(1, 3). 

ii)  Να ππνινγίζεηε ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη από ηε  fC ,  ηελ   

     εθαπηνκέλε ηεο ζην  Α  θαη ηνλ άμνλα ησλ  x. 

 

ιύζε   

 

i)  f ΄(x) = 6x ,     f(1) = 3     θαη   f ΄(1) = 6   

Άξα ε εθαπηνκέλε ζην Α είλαη :    y3 = 6(x1)        y = 6x3 

ii)  
Αλαδεηάκε ην εκβαδόλ ηνπ κηθηνγξάκκνπ                        

ηξηγώλνπ  ΟΒΑ,  όπνπ ην  Β είλαη ην ζεκείν ηνκήο  

ηεο εθαπηνκέλεο  κε  ηνλ άμνλα ησλ  x. 

Γηα  y = 0,   ε    y = 6x3        x = 
1

2
,   άξα  Β

1
,  0

2

 
 
 

    

Φέξλνπκε  ΑΓ x x ,    νπόηε  Γ(1, 0) 

 

Εεηνύκελν εκβαδό :    





 

5 5

2 2

x 1
x 1dx dx

3


  

 

 



επαλάιεςε - 3                                                                                                                         56  
… Πράξεισ παιδείασ ! 
 

Δ  =  (Μηθηόγξακκν ΟΓΑ) – (Τξίγσλν  ΒΓΑ) 

    =   – 
1

1

2

g(x) dx  =  
1

2

0
3x dx  –  

    =   
1

2

0
3x dx  – 

1

1

2

(6x 3)dx  =  
1

3

0
x    –  

1
2

1

2

3x 3x    

   =  (1 – 0) – 

2

2 1 1
3.1 3.1 3 3

2 2

   
     

     

   =  1 – 
1 1

0 3. 3
4 2

  
   
  

 

                                      =  1 +  – 
3

2
  =  1 – 

3

4
 = 

1

4
 

 

εθαξκνγή  5Β.10 

i)    Να ππνινγίζεηε ην εκβαδόλ  Δ(ι)  ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη από ηηο γξαθηθέο 

      παξαζηάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ   
e

f (x)
x

  ,     g(x) = lnx ,  ηνλ άμνλα ησλ  x  θαη  

      ηελ επζεία  x = ι ,  ι > e . 

ii)   Να βξείηε ην όξην  lim ( )


   

 

ιύζε   

 

i) Κνηλό πεδίν νξηζκνύ  ην  (0,  + ) 

Κνηλά ζεκεία ησλ  fC ,  
gC  :   f(x) = g(x)  

   
e

x
 = lnx  Πξνθαλήο ξίδα  ην  e 

                     Άξα   Β(e, 1) 

Έζησ    h(x) = f(x) – g(x) = 
e

x
 – lnx 

   κε πξνθαλή ξίδα ην  e.Δίλαη 

 h΄(x) = – 
2

e

x
 – 

1

x
 < 0 ,    

άξα   h  γλ.αύμνπζα        ην  e   κνλαδηθή ξίδα. 

 

To δεηνύκελν εκβαδόλ πεξηθιείεηαη από ηε γξακκή  ΑΒΓΚΑ  

Δ(ι) = 
e

1 e

e
ln xdx dx

x



        (1) 

Αιιά    
e e

1 1
ln xdx x΄ln xdx  =  

ee

1 1
x ln x 1dx   =  (e0)   (e1)  = 1 

θαη        
ee

e
dx eln x

x

 
  = elnιe   

(1)         Δ(ι) = elnιe +1 

ii) Δίλαη lim ( ) lim (eln e 1)
 

     = +  

1

0
f (x) dx

1

1

2

6x 3 dx

3

4
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εθαξκνγή  5Β.11 

i)    Να ππνινγίζεηε ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη από ηε γξαθηθή  

      παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο   f(x) = x ,  ηελ εθαπηόκελή  ηεο  ζην ζεκείν  

      (1, 1)   θαη ηνλ άμνλα ησλ  x. 

ii)   Να βξείηε ηελ επζεία   x = α   ε νπνία ρσξίδεη ην ρσξίν απηό ζε δύν ηζεκβαδηθά 

      ρσξία.  

 

ιύζε   

i) f ΄(x)  = 
1

2 x
         f ΄(1) = 

1

2
 

Δμίζσζε ηεο εθαπηόκελεο ζην  Α(1, 1) :       

          y  f(1) = f΄(1)(x1)  

          y 1 = 
1

2
(x1)  

          y = 
1

2
x + 

1

2
 

Ζ εθαπηόκελε ζην Α ηέκλεη ηνλ άμνλα ησλ x ζην ζεκείν κε ηεηκεκέλε ηελ ιύζε ηεο εμίζσζεο     

1

2
x +

1

2
= 0         x =1 

Τν δεηνύκελν εκβαδόλ  ρσξίδεηαη από ηνλ άμνλα ησλ  y  ζε δύν κέξε.  

Δ = 
0 1

1 0

1 1 1 1
x dx x x dx

2 2 2 2

   
      

   
   =  

10 32 2

2

1 0

1 x 1 1 x 1 2
x x x

2 2 2 2 2 2 3


  
       

   
 

=  
1 1 1 1 2 1

  
4 2 4 2 3 3

       

ii) Δμεηάδνπκε αλ ππάξρεη ηηκή ηνπ α κε 1    α    0 έηζη ώζηε λα ηζρύεη  

1

1 1
( x )dx
2 2 2






       

2

1

1 x 1 1
x

2 2 2 6





 
   

 
  

2 1 1 1

4 2 4 2 6

 
     

             3α
2 

+ 6α + 1 = 0         α = 
3 6

3

 
   ή   α = 

3 6

3

 
  

Από απηέο,  ζην δηάζηεκα   [–1 , 0]   αλήθεη ε    α =
3 6

3

 
 

Άξα ε επζεία    x = 
3 6

3

 
  ρσξίδεη ην ρσξίν ζε δύν ηζεκβαδηθά ηκήκαηα. 

Αλαδεηώληαο επζεία   x = α   κε   0     α    1  θζάλνπκε  ζε  αδύλαηε εμίζσζε,   

άξα  δελ ππάξρεη ηέηνηα επζεία. 
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εθαξκνγή  5Β.12 

 

Να ππνινγίζεηε ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ ην νπνίν πεξηθιείεηαη από ηηο γξαθηθέο 

παξαζηάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ  

f(x) = lnx,       θαη ηελ επζεία    y = ln2 . 

ιύζε   

 

Ζ ζπλάξηεζε  g  γξάθεηαη     

 

           

         g(x)  = ln1 lnx   

         g(x)  =  lnx  

 

Οπόηε ε γξαθηθή ηεο παξάζηαζε είλαη  

ζπκκεηξηθή ηεο  fC   σο πξνο ηνλ άμνλα  

ησλ x.  

Τεηκεκέλε ηνπ ζεκείνπ ηνκήο  Α  ηεο     κε ηελ επζεία  y = ln2 :     

                      ln 
1

x
 =  ln2       

1

x
 = 2          = 

1

2
 

Τεηκεκέλε ηνπ ζεκείνπ ηνκήο  Β  ηεο   fC   κε ηελ επζεία  y = ln2 :     

                      lnx =  ln2        Bx  = 2 

Τεηκεκέλε ηνπ ζεκείνπ ηνκήο  Γ  ησλ  fC ,  
gC :     

lnx = – lnx      2 lnx = 0       lnx = 0       x  = 1. 

Οη θάζεηεο ζηνλ άμνλα  x x   από ηα  Α,  Β  νξίδνπλ ηα άθξα νινθιήξσζεο. 

Ζ θάζεηνο ζηνλ άμνλα  x x   από ην  Γ  ρσξίδεη ην δεηνύκελν εκβαδόλ  ζε δύν κέξε. 

Δ  =   

    =   + 
1

1

2

ln x dx  +  
2

1
ln 2 dx  – 

2

1
ln x dx  

    =  ln2
1

1

2

 1 dx  + 
1

1

2

x΄ln xdx  + ln2
2

1
 1 dx  – 

2

1
x ln x dx  

    = 
1

ln 2 (1 )
2

   +  
1
1

2

x ln x  – 
1

1

2

 1 dx  + ln2. (2 – 1) –  
22

1 1
x ln x 1dx   

   = 
1

ln 2
2

 + [1. ln1 – 
1

2
 ln

1

2
] – (1 – 

1

2
) + ln2 – [2ln2 – 1.ln1] + (2 – 1) 

 

   = 
1 1 1 1

ln 2 ln
2 2 2 2

   + ln2 – 2ln2 + 1 

   = 
1 1 1

ln 2 ln 2 ln 2 1
2 2 2

     =  
1

2
  

1
g(x) ln

x


1
g(x) ln

x


gC

 Ax



1 2

1
1

2

(ln 2 ln x)dx (ln 2 ln x)dx   

1

1

2

ln 2 dx
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εθαξκνγή  5Β.13 

 

Έζησ Δ(ι) ην εκβαδό ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη από ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο      ησλ 

ζπλαξηήζεσλ f(x) = lnx , g(x)= 12e
x
 θαη ηηο επζείεο x = 1 θαη x = ι , κε ι > 0. 

α)   Να ππνινγίζεηε σο ζπλάξηεζε ηνπ ι ην εκβαδό Δ(ι) . 

β)   Να βξείηε ην όξην 
0

lim

Δ(ι) . 

ιύζε   

 

α) Αλ ι(0 , 1) ηόηε Δ(ι) = 
1

(g(x) f (x))dx


 = 12e – 12e
ι
 + ιlnι . 

           Αλ ι = 1 ηόηε Δ(ι) = 0 . Αλ ι > 1 ηόηε Δ(ι) = 
1

(g(x) f (x))dx



 =  

           = –12e + 12e
ι
 – ιlnι . 

      

 β) 
0

lim


Δ(ι) = 
0

lim


( 12e – 12e
ι
 + ιlnι ) = 12e – 12 + 

0
lim



ln

1





 





   

           = 12e – 12 + 
0

lim


2

1

1





 = 12e – 12 +
0

lim


( - ι) = 12e – 12 . 
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6Α.                                                 αληζόηεηεο – 1          δηάηαμε ζπλαξηήζεσλ → δηάηαμε νινθιεξσκάησλ 

   Αλ ε f είλαη ζπλερήο ζην  ,  θαη γηα θάζε  x ,    ηζρύεη όηη  f x 0   f x dx 0





  

   Αλ ε f είλαη ζπλερήο ζην  ,  θαη γηα θάζε  x ,    ηζρύεη όηη  f x 0   f x dx 0





  

   Αλ  f(x) 0  ζην  [α,β]  θαη  ε  f   δελ  κεδελίδεηαη  παληνύ  ζην  [α,β] ,  (δειαδή λα ππάξρεη έλα 

ηνπιάρηζην    0 0x ,  : f x 0    ) 

                                              ηόηε         

β

α

f(x)dx 0  

   Αλ νη ζπλαξηήζεηο f ,g είλαη ζπλερείο ζην δηάζηεκα  ,  ,ηόηε : 

   ● Αλ    f x g x  γηα θάζε  x ,    ,ηόηε     f x dx g x dx

 

 

   

   ● Αλ    f x g x  γηα θάζε  x ,    ,ηόηε     f x dx g x dx

 

 

   

   ● Αλ 

   

     0 0 0

f x g x

 x , : f x g x

 



    

               f x dx g x dx

 

 

   

    Ηζρύεη  όηη    

β β β

α α α

f(x)dx f(x)dx f(x) dx     

Γηα λα απνδείμνπκε αληζόηεηεο κε νινθιεξώκαηα ,ρξεζηκνπνηνύκε :  

 

   Αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο ζην  ,   θαη  m min f x ,  M max f x  γηα 

 x ,    ,ηόηε ηζρύεη :  m f x M ...             m f x dx M





         

   ηηο βαζηθέο αληζόηεηεο 

 x x  ,x R    x x x  ,x R     θαη x x ,x>0   

 ln x x 1 x ,x>0    , 
xe x+1>x  , x R   θαη 

       x
e x +1> x   , x R


      

 ηηο αληζόηεηεο πνπ πξνθύπηνπλ από ην ΘΜΤ ,ηελ κνλνηνλία θαη αθξόηαηα ηεο f . 

 ηηο αληζόηεηεο πνπ πξνθύπηνπλ από ηελ θπξηόηεηα κηαο ζπλάξηεζεο θαη ηελ εθαπηόκελε ηεο  

   ζε έλα ζεκείν . 

   ηηο αιγεβξηθέο βαζηθέο αληζόηεηεο    
2

2x
1 ,x R

x 1
 


 θαη 

1
x 2  ,x >0

x
   

   ηηο όπνηεο αληζνηηθέο ζρέζεηο κπνξνύλ λα ππάξρνπλ ζηα δεδνκέλα ηεο άζθεζεο ή κπνξεί λα  

    έρνπλ πξνθύςεη ζηελ πνξεία ησλ εξσηεκάησλ ηεο .   
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εθαξκνγή  6Α.1 

 

Να απνδείμεηε ηηο αληζόηεηεο  

Α. 

1

3

0

1
x dx

4
                       Β. 

1

2

0

x 3
dx ln

x 2 2




 .  

 

 ιύζε  
 

 

Α.Γλσξίδνπκε όηη γηα θάζε x 0  ηζρύεη x x  κε ην ΄΄=΄΄ λα ηζρύεη κόλν γηα  x 0 . 

Δπίζεο γηα ην νινθιήξσκα  
1

3

0

x dx έρνπκε  όηη  x 0,1 ,νπόηε 3 3x x    1  κε ην ΄΄=΄΄ λα 

ηζρύεη κόλν γηα γηα 3x 0 x 0     2 . 

Έηζη ιόγσ ησλ   1 θαη  2  παίξλνπκε 

11 1 4
3 3

0 0 0

x 1
x dx x dx

4 4

 
    

 
  . 

Γειαδή 
1

3

0

1
x dx

4
  . 

 

  Β.Γηα θάζε  x 0,1  είλαη 
2 2 2 2

x x 2 x 2x
x x

x 2 x 2 x 2 x 2

 
     

   
 κε ην ΄΄=΄΄ λα ηζρύεη 

κόλν γηα γηα x 0 . 

Άξα      
1 1 1 1

1
2

2 2 2 2 0
0 0 0 0

2 x 2x x 1 2x 1
dx dx dx dx ln x 2

x 2 x 2 x 2 2 x 2 2

 
      
         

             
1 1 3 3

ln3 ln 2 ln ln
2 2 2 2

     

Γειαδή 

1

2

0

x 3
dx ln

x 2 2




 . 

 

εθαξκνγή  6Α.2 

 

Να απνδείμεηε ηηο αληζόηεηεο  

Α.  
1

4

0

1
ln 1 x dx

5
                       Β. 

2
1

x 1

0

1
e dx

3

  .  

 

ιύζε  
 

 

Α.Γλσξίδνπκε όηη γηα θάζε x 0  ηζρύεη ln x x 1     1 κε ην ΄΄=΄΄ λα ηζρύεη κόλν γηα  x 1 . 
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Δπίζεο γηα ην νινθιήξσκα   
1

4

0

ln 1 x dx έρνπκε  όηη  x 0,1 ,νπόηε ζέηνληαο ζηελ  1 όπνπ 

4x 1 x  παίξλνπκε :      4 4 4 4ln 1 x 1 x 1 ln 1 x x         

κε ην ΄΄=΄΄ λα ηζρύεη κόλν γηα γηα 4 41 x 1 x 0 x 0        2 . 

Έηζη ιόγσ ησλ   1 θαη  2  παίξλνπκε  
11 1 5

4 4

0 0 0

x 1
ln 1 x dx x dx

5 5

 
    

 
  . 

Γειαδή   
1

4

0

1
ln 1 x dx

5
  . 

 

Β.Γλσξίδνπκε όηη γηα θάζε x R  ηζρύεη xe x+1    1 κε ην ΄΄=΄΄ λα ηζρύεη κόλν γηα  x 0 . 

Δπίζεο γηα ην νινθιήξσκα  
2

1

x 1

0

e dx

 έρνπκε  όηη  x 0,1 ,νπόηε ζέηνληαο ζηελ  1 όπνπ 

2x x 1  παίξλνπκε :  
2 2x 1 2 x 1 2e x 1 +1 e x       

κε ην ΄΄=΄΄ λα ηζρύεη κόλν γηα γηα 
  x 0,1

2 2x 1 0 x 1 x 1


        2 . 

Έηζη ιόγσ ησλ   1 θαη  2  παίξλνπκε 
2

11 1 3
x 1 2

0 0 0

x 1
e dx x dx

3 3

  
   

 
  . Γειαδή  

2
1

x 1

0

1
e dx

3

  . 

 

εθαξκνγή  6Α.3 

 

Γίλεηαη ε θπξηή ζπλάξηεζε f : R R
 
γηα ηελ νπνία ηζρύνπλ  f 0 0 θαη  f 0 1  . 

Να  δείμεηε όηη  
1

3

x
0

lim 2 f x dx 1 x ln x


  
     

   
  

ιύζε  
 

 

Ζ παξάζηαζε  
1

0

2 f x dx 1  ηνπ νινθιεξώκαηνο κέζα ζηελ παξέλζεζε καο πξνδηαζέηεη λα βξνύκε 

ην πξόζεκν ηεο . 

 Ζ f είλαη θπξηή ,νπόηε ε fC βξίζθεηαη πάληα πάλσ από ηελ εθαπηόκελε ηεο ζην 0x 0 ,εθηόο 

βέβαηα από ην ζεκείν επαθήο  O 0,0 . 

 Ζ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ζην 0x 0  είλαη     :     y f 0 f 0 x 0 y x      

 Έηζη έρνπκε  f x x γηα θάζε  x 0,1 ,κε ην ΄΄=΄΄ λα ηζρύεη κόλν γηα  x 0 . 

   Οπόηε        
11 1 1 1 12

0 0 0 0 00

x 1 1
f x dx xdx f x dx 2 f x dx 1 2 f x dx 1 c 0

2 2 2
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  Έηζη ην δεηνύκελν όξην γξάθεηαη   
c 0

3 3

3x x

ln x
lim cx ln x   lim x c

x



  

 
     

 
  1 .Όκσο 

   
3

x
lim x


   θαη 
3 2 3x DLH x x

1
ln x 1xlim lim lim 0
x 3x 3x





  
   θαη από ηελ  1  παίξλνπκε : 

  
c 0

3

3x

ln x
lim x c c 0

x





 
      

 
 

εθαξκνγή  6Α.4 

 

Να απνδεηρζεί όηη : 

α) Ζ ζπλάξηεζε f κε f(x) x  είλαη γλεζίσο αύμνπζα . 

β) Γηα 1  ηζρύνπλ :  

1

xdx





   θαη 
1

xdx





    

ιύζε  
 

 

α)  Ζ f  έρεη πεδίν νξηζκνύ ην Α=[0 , + ) θαη είλαη ζπλερήο ζε απηό . Αθόκε γηα  

     θάζε x(0 , + ) είλαη f ΄(x)=
1

2 x
 >0 , νπόηε ε  f είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην Α . 

β) Γηα θάζε x[θ , θ+1] είλαη θ x x   x -   0 



1

( x )dx





  0      

1

xdx





 -

1

dx





 0

1

xdx





  
1

1dx





 

1

xdx





   (θ+1-θ)   

    

1

xdx





    . 

    Γηα θάζε x[θ-1 , θ] είλαη xθ x     - x  0
1

( x )dx





   0 

    
1

dx





 -
1

xdx





 0 
1

1dx





 -
1

xdx





  0  [θ-(θ-1)] 
1

xdx





   

    
1

xdx





    . 
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εθαξκνγή  6Α.5 

 

Να απνδεηρζεί όηη : 
2

1

1 x

1

2 e dx 2e




   

ιύζε  
 

Δίλαη 

● Ζ ζπλάξηεζε  
21 xf x e   έρεη παξάγσγν  

21 xf x 2xe    κε   x 1,1   

  Δίλαη  
21 xf x 0 2xe 0 x 0       θαη από ηνλ πίλαθα 

             x                 -1                                 0                                1                                           

 f x  + - 

 f x  1 2 

                         
 f 1 1

   min

 
             

 f 0 e 

max


                       

 f 1 1

   min


 

 

πξνθύπηεη όηη    1 f x e  .Όκσο ε f  γηα ηα  x 1,1   παίξλεη θαη άιιεο ηηκέο εθηόο ησλ 1,e  

(αθνύ δελ είλαη ζηαζεξή). 

Καηά ζπλέπεηα  

     
2

1 1 1 1

1 x

1 1 1 1

1 dx f x dx e dx 1 1 1 e dx e 1 1

   

              
2

1

1 x

1

2 e dx 2



   

 

6Β.                                                           αληζόηεηεο – 2                        εηδηθέο  ζπλζήθεο νινθιεξσκάησλ 

    Ηζρύεη  όηη    
 

β

0 0α

    ή
f(x)dx 0

x , : f(x ) 0

 
  

    
  

 

   Αλ ε ζπλάξηεζε f : R , όπνπ Γ δηάζηεκα, είλαη ζπλερήο ζην Γ θαη ηζρύεη  f x 0  

    γηα θάζε  x ,   θαη κε

β

α

f(x)dx 0  , ηόηε είλαη α = β.  

 

   Αλ ε ζπλάξηεζε f : R , όπνπ Γ δηάζηεκα, είλαη ζπλερήο ζην Γ θαη ηζρύεη  f x 0  

    γηα θάζε  x ,    θαη 

β

α

f(x)dx 0  , ηόηε είλαη α = β.  

 

   Αλ ε ζπλάξηεζε f : R , όπνπ Γ δηάζηεκα, είλαη ζπλερήο ζην Γ θαη ηζρύεη  f x 0  

    γηα θάζε  x ,    θαη 

β

α

f(x)dx 0  , ηόηε είλαη α = β.  

 

   Έζησ ε ζπλερήο ζπλάξηεζε  f : , R   γηα ηελ νπνία ηζρύεη  f x 0 γηα θάζε  x ,   . 

    Τόηε ηζρύεη :  
β

α

f(x)dx 0 f x 0    ,  x ,    

f ζπλερήο 
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εθαξκνγή  6Β.1 

Γηα ηελ ζπλερή ζπλάξηεζε f  ηζρύεη όηη : 

β

α

f(x)dx 0 .Σόηε : 

     ή  0 0
x , : f(x ) 0      

 

απόδεημε  
 

Έζησ δελ ηζρύνπλ ηα παξαπάλσ.Γειαδε     θαη δελ ππάξρεη  0x ,   ώζηε  0f x 0  

 Από ην πξώην    ,ππνζέηνπκε (ρσξίο βιάβε γεληθόηεηαο) όηη   . 

 Από ην δεύηεξν πξνθύπηεη όηη  f x 0  γηα θάζε  x ,   .Ζ f σο ζπλερήο θαη κε κεδεληδόκελε  

  δηαηεξεί πξόζεκν θαη έηζη : 

   Αλ  f x 0 ζα είλαη θαη 

β

α

f(x)dx 0 ,άηνπν  θαη 

   Αλ  f x 0 ζα είλαη θαη 

β

α

f(x)dx 0 ,άηνπν  .Καηά ζπλέπεηα ηζρύεη ην δεηνύκελν . 

 

εθαξκνγή  6Β.2 

 

Έζησ ε ζπλάξηεζε   f : R ,ζπλερήο ζην δηάζηεκα Γ θαη ηζρύεη  f x 0 γηα θάζε x . 

Σόηε αλ ,   θαη 

β

α

f(x)dx 0 ,λα δείμεηε όηη    . 

απόδεημε  
 

1
νο

 ηξόπνο 

 Έζησ F είλαη κηα παξάγνπζα ηεο f ζην   ,δειαδή    F x f x  , x . 

 Δίλαη  
β β

α α

f(x)dx 0 F (x)dx 0 F(x) 0 F( )-F( )=0 F( )=F( )



              1  

Όκσο     F x f x 0   , x  ,νπόηε F ζην  ,άξα θαη 1 1 .Έηζη από ηελ  1 παίξλνπκε    

2
νο

 ηξόπνο 

Έζησ όηη     

  Αλ   ηόηε 

β

α

f(x)dx 0 πνπ είλαη άηνπν . 

  Αλ    ηόηε 

β

α

f(x)dx f(x)dx 0





    πνπ είλαη άηνπν .  Άξα    
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εθαξκνγή  6Β.3 

 

Έζησ ε ζπλερήο ζπλάξηεζε  f : , R   γηα ηελ νπνία ηζρύεη  f x 0 γηα θάζε  x ,   . 

    Σόηε ηζρύεη :  
β

α

f(x)dx 0 f x 0    ,  x ,    

 
ιύζε  

 

 Αλ  f x 0 ηόηε ζα ηζρύεη θαη 

β

α

f(x)dx 0  

 Έζησ ηώξα όηη 

β

α

f(x)dx 0  θαη ππάξρεη  0x ,   ηέηνην ώζηε  0f x 0 . 

 Έηζη έρνπκε  f x 0 θαη επεηδή ππάξρεη κε κεδεληθε ηηκή ,ζα ηζρύεη 

β

α

f(x)dx 0 πνπ είλαη άηνπν 

. 

Άξα  f x 0 ,  x ,    

 

εθαξκνγή  6Β.4 

 

Έζησ ε παξαγσγίζηκε  ζπλάξηεζε f : R R
 
γηα ηελ νπνία ηζρύεη  f x 0 γηα θάζε x R  

αη  
 

 f 2 3

f 1

f x dx 0



 . Να απνδείμεηε όηη ππάξρεη  1,2 ,ώζηε ε εθαπηόκελε ζην ζεκείν 

  A ,f 
 
λα είλαη παξάιιειε ζηελ επζεία y 3x .  

 
ιύζε  

 
 Έζησ F  κηα παξάγνπζα ηεο f ζην R .Τόηε ζα έρνπκε : 

 
 

 

 
 

 

           
f 2 3 f 2 3

f 1 f 1

f x dx 0 F x dx 0 F f 2 3 F f 1 0 F f 2 3 F f 1

 

              1  

 Όκσο    
 

F x f x 0


   ,νπόηε F R ,άξα θαη 1 1 . 

Οπόηε από ηελ  1 παίξλνπκε        f 2 3 f 1 f 2 f 1 3       2  

 Όκσο γηα ηελ ζπλάξηεζε f ηζρύνπλ νη πξνππνζέζεηο ηνπ ΘΜΤ ζην  1,2 ,αθνύ είλαη ζπλερήο ζην 

 1,2 θαη παξαγσγίζηκε ζην  1,2 .Οπόηε ππάξρεη  1,2  ώζηε 

 
   

   
 2f 2 f 1

f f 2 f 1 3
2 1


     


 ,δειαδή ηζρύεη ην δεηνύκελν . 
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               ΘΔΜΑΣΑ ΠΡΟΟΜΟΗΩΖ     εμεηάζεσλ 
 

 

 

 

Α                                   ΘΕΜΑΣΑ   ΤΝΔΙΑΣΙΚΑ  -  ΠΡΟΟΜΟΙΩΗ   

 

1.                         μονοτονία - ανιςότητα - εφαπτόμενη - εμβαδό με αντίςτροφη 

 

Έζησ ε ζπλάξηεζε   
5 3f (x) x x x   .  

Α. Να κειεηήζεηε ηελ f σο πξνο ηελ κνλνηνλία θαη ηα θνίια θαη λα απνδείμεηε όηη ε f έρεη 

αληίζηξνθε ζπλάξηεζε. 

Β. Να απνδείμεηε όηη f (ln x) f (x 1)  γηα θάζε x 0 . 

Γ. Να απνδείμεηε όηη ε εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f ζην ζεκείν (0,0) ηέκλεη ηελ 

γξαθηθή παξαζηαζε ηεο f
–1

 ζε έλα κόλν ζεκείν .  

Γ. Να ππνινγίζεηε ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη από ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f
–1

, 

ηνλ άμνλα ησλ x θαη ηελ επζεία κε εμίζσζε  x=3. 

 

 

2.                                   ΠΟ - όρια - ςχέςη παραγώγων - ολοκλήρωμα 
 

Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο 
2  f(x)= x 1  x    θαη    g x ln f x  

Α.Να δείμεηε όηη ην πεδίν νξηζκνύ ηεο g ,είλαη 
gA R  

Β. Να βξείηε ηα όξηα  
x   

 lim f x
  

 , 
 

x  - 

f x
 lim

x 
 θαη  

x  - 
 lim g x

 
 

Γ.Να απνδείμεηε όηη    2 g x x   1 = -1  . 

Γ.Να απνδείμεηε όηη  
 1

2 0

1
    dx =ln 2  1    

x   1



  

 

3 
δεο  ιύζεηο 
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3.                         απο ΔΕ απόδειξη ςχέςησ - εύρεςη τύπου - όριο - ολοκλήρωμα      

Γίλεηαη ε παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε f ζην (0, )  γηα ηελ νπνία ηζρύεη 
f (x)

x 1
xf (x)

e 1


 


 

Α. Να δείμεηε όηη : 

    i)  f (x)e f (x l) x nx    

    ii) ν ηύπνο ηεο f είλαη f (x) lnx  

Β. Να βξείηε ην όξην 
 f (x) x 11

2

x
li

x
m

e

x

f (x) f x   


 

Γ. Να βξείηε ην νινθιήξσκα  
1

f (x

0

1)e f ( dxx 1)    

 

 

4.                                εύρεςη τύπου - όριο - ολοκλήρωμα 

 

Γίλεηαη ε παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε f γηα ηελ νπνία ηζρύεη όηη 

   2f x x f x 0   κε   f x 0  γηα θάζε x R θαη   2f 1 e  

Α. Να δείμεηε όηη   
1

3
xf x e


  

Β. Να βξείηε ην όξην   
x
lim xf x


 

Γ. Να βξείηε ην νινθιήξσκα 
 

2e

2

1

f x
dx

x  

 

5.                              εύρεςη τύπου - μονοτονία- εξίςωςη - ανιςότητα 
 

Γίλεηαη ε παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε f : R R ,γηα ηελ νπνία ηζρύεη 

    xf x f x e   κε   f 0 1  

Α.Να δείμεηε όηη    x x  1
f x e e

2

   

Β. Να βξείηε ηα δηαζηήκαηα κνλνηνλίαο ηεο f . 

Γ. Να δείμεηε όηη ε εμίζσζε 
   f x f x  

e e
0

2015

 


 έρεη κνλαδηθή πξαγκαηηθή ξίδα . 

Γ. Αλ R ,λα δείμεηε όηη 

2 2

2

2

3 3

x 3

x 3
1 1

1 1
e dx e dx

e e
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6.                         εύρεςη ςυνάρτηςησ - αντίςτροφη - ολοκλήρωμα - όρια 
 

Γίλεηαη ζπλερήο ζπλάξηεζε f : R R ώζηε 
22 f (x)

2
xf (x) 9





 κε f (0) 4  

Α. Nα βξεζεί ν ηύπνο ηεο f  

Β. Αλ    g x lnf x ηνηε: 

i) λα βξεζεί ην πεδίν νξηζκνύ ηεο θαη λα εμεηάζεηε αλ αληηζηξέθεηαη. 

ii) λα βξεζεί ν ηύπνο ηεο αληίζηξνθεο ζπλάξηεζεο θαη λα βξείηε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο . 

Γ. Απνδείμηε νηη 

3 32
2

2
0 0

x
x 16 15

x 16
  


   

Γ. Nα ππνινγίζεηε ηα 
x 0

f (x)
lim

x lnx 
θαη 

2
x

2

x
2

e f (x)
lim

x x 1








  
 

 

 

7.                                    εύρεςη παραμέτρου απο ςυνθήκη ορίου-ολοκληρώματα 

 

Θεσξνύκε  ηε  ζπλάξηεζε    2f (x) x 1 1 x         κε  R . 

Α.  Να  ππνινγίζεηε  ηελ  ηηκή  ηνπ  R  αλ γλσξίδνπκε  όηη     
x

f (x)
lim 1

x
  

Β. Γηα  ηελ  ηηκή  ηνπ    πνπ  βξήθαηε  παξαπάλσ λα  ππνινγίζεηε  ηα νινθιεξώκαηα 

i)  

1

1 2

0

x
I dx

f (x)
     θαη    ii)   

1

2

0

I xf x dx   

 

 

8.                                             εύρεςη τύπου-όριο-ολοκλήρωμα 
 

Έζησ ε  ζπλάξηεζε  f :R R  ,κε 

                          3f x 6f x 2     , γηα θάζε x R  θαη  f 0 0 . 

               Α.Να δείμεηε όηη   2x1 1
f x e

3 3
   . 

               Β.Να βξείηε ην όξην 
 

2x

3f x x
lim

x


 

               Γ.Να ππνινγίζεηε ην νινθιήξσκα  
1

0

3xf x dx  
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1

y

2
x

y = -x + πy = x

π/2

  O

A

π

9.                                                   εύρεςη τύπου-όριο-ολοκλήρωμα 
 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  
1

f x x 2
x 2

  


. 

Α. Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f ζην  

     ζεκείν πνπ ηέκλεη ηνλ άμνλα yy . 

Β. Να βξείηε ηηο αζύκπησηεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο f. 

Γ. Να ππνινγίζεηε ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη από ηε γξαθηθή  

    παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f, ηνλ άμνλα ησλ x θαη ηηο επζείεο 1 x,0x  . 

 

 

10.                                         εφαπτόμενη-εμβαδό-όριο-ολοκλήρωμα 

 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  f(x) = εκx 

Α. Να βξείηε ηηο εμηζώζεηο ησλ  

     εθαπηόκελσλ ηεο  Cf  ζηα ζεκεία  

     Ο(0, 0)   θαη  Α(π, 0)  

Β.Να βξείηε ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ πνπ  

    πεξηθιείεηαη από ηε  Cf   θαη ηηο  

     παξαπάλσ εθαπηόκελεο .  

Γ. Να βξείηε ην όξην 
 

xx 0

f x
lim

e 1 
 

Γ. Να ππνινγίζεηε ην νινθιήξσκα    x

0

I f x e dx



   

 

11.                                     εύρεςη παραμέτρου - όριο-ολοκλήρωμα 

 

                   Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  f x x  

Α. Να ππνινγίζεηε ην όξην 
 2

x 2
x 2

f x 4x 4
lim

e 1 


 


 

Β. Να ππνινγίζεηε ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη από ηε γξαθηθή  

      παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο   f(x) = x ,  ηελ εθαπηόκελή  ηεο  ζην ζεκείν  

      (1, 1)   θαη ηνλ άμνλα ησλ  x. 

Γ. Να βξείηε ηελ επζεία   x 1  ε νπνία ρσξίδεη ην ρσξίν απηό ζε δύν 

     ηζεκβαδηθά ρσξία.  
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12.                                     εύρεςη τύπου-μονοτονία-εξίςωςη-ολοκλήρωμα 
 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  f : 0, R  γηα ηελ νπνία ηζρύνπλ :  
3

f 1
2

  

θαη      
33x 4x 2

f x xf x
2x

  
   

A.  Να δείμεηε όηη  21 ln x
f (x) x 2

2 x
    . 

B.  Να κειεηήζεηε ηελ f σο πξνο ηελ κνλνηνλία ,αθξόηαηα θαη λα βξείηε ην 

     ζύλνιν ηηκώλ ηεο  

Γ.  Να βξείηε ην πιήζνο ησλ ξηδώλ ηεο εμίζσζεο 32ln x 2αx x  ,όηαλ α R . 

Γ. Να βξείηε  ηνπο πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο θ,ι,κ  γηα ηνπο νπνίνπο ηζρύεη όηη : 

    2f θ 1 f ι 2 κ 2κ 4      . 

Δ. Να βξείηε ην νινθιήξσκα    
α

1

I α f x dx  ,όπνπ α 1  θαη ζηελ ζπλέρεηα  

ην όξην  
α
lim I α


 

 

13.                             εύρεςη θέςησ μεγίςτου και τύπου – ύπαρξη - ανιςότητεσ 

 

Γίλεηαη ε παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε  f : 0, R  ,γηα ηελ νπνία ηζρύνπλ : 

    x

1
f x f x

xe
   γηα θάζε  x 0,  θαη έρεη κέγηζηε ηηκή ην 

1

e
,γηα  

θάπνην  0x 0,  . 

Α. Να απνδείμεηε όηη ε ζέζε κεγίζηνπ είλαη  0x 1 . 

Β. Να απνδείμεηε όηη ν ηύπνο ηεο είλαη   x

1 ln x
f x

e


   

Γ. Να απνδείμεηε όηη  
2

1

f x dx 3e 1  . 

Γ.Έζησ ε ζπλάξηεζε   F x  είλαη παξάγνπζα ηεο f κε  F 1 0 . Να απνδείμεηε όηη : 

i)  ε F έρεη ειάρηζηε ηηκή ε νπνία είλαη αξλεηηθή. 

ii)  ππάξρεη 
1

,1
e

 
 

 
 ώζηε    F f 0    . 

Δ. Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε 
    xF f x F xe

e 1

  . 
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14.                                αςύμπτωτεσ – κρίςιμο ςημείο- εμβαδό - ανιςότητα 

 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  









f(x) = 1            ,x =1

       ,x >1

lnx
+1    , 0 < x <1

x

lnx

x -1

 

Γ1 :  Να δείμεηε όηη ε f είλαη ζπλερήο ζην  0,   θαη λα βξείηε, αλ ππάξρνπλ, ηηο θαηαθόξπθεο 

αζύκπησηεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f.                                                                                       

Γ2 :  Να δείμεηε όηη ην x0=1 είλαη ην κνλαδηθό θξίζηκν ζεκείν ηεο f.                                              

                                                                                          

Γ3 :   i)    Να απνδείμεηε όηη ε εμίζσζε έρεη κνλαδηθή ξίδα ζην  0, .  

ii)   Αλ Δ είλαη ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη από ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f, 

ηνλ άμνλα ησλ x θαη ηηο επζείεο x=1 θαη x= x0, όπνπ x0 ε κνλαδηθή ξίδα ηεο εμίζσζεο  

f f(x)=0 ζην (0,+∞), λα απνδείμεηε όηη 

2  2
0 0x 2x

E =
2  

Γ4 :  Αλ F είλαη κηα παξάγνπζα ηεο f ζην [1, +∞) λα απνδείμεηε όηη 

 

       2x 1 F x   xF 1 F x    , γηα θάζε x>1. 

 

15.                                      εξίςωςη – ανιςότητα – εμβαδό χωρίου 
 

 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  

xe 1
 ,  x 0

f x   x

   1     ,  x=0

 


 



 

 

Β.Να δείμεηε όηη ε εμίζσζε  
   f x

e 2016f x 1   έρεη κηα αθξηβώο ξίδα . 

Γ. Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηόκελεο ηεο fC ζην 0x 0  θαη ζηελ ζπλέρεηα λα απνδείμεηε όηη 

                                                            2f x x 2 0    

 

Γ.Να δείμεηε όηη 

4 x

2

e 1
dx 5

x


  

Δ. Να βξείηε ην εκβαδό ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη από ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 

   g x xf x 1   ,ηνλ άμνλα x x θαη ηηο επζείεο x 1  θαη x 4 . 
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Β                                  ΛΤΕΙ  ΣΩΝ  ΘΕΜΑΣΩΝ  ΠΡΟΟΜΟΙΩΗ 

 

1.      
 

Α. ε ζπλάξηεζε f νξίδεηαη ζην R, είλαη ζπλερήο θαη παξαγσγίζηκε σο πνιπσλπκηθή  

     Δίλαη 2 2f (x) 5x 3x 1 0     γηα θάζε xR  νπόηε ε  f  είλαη γλ. αύμνπζα ζην R . 

       Γηα ηα ηα θνίια  έρνπκε   3 2f x =20x 6x 2x(10x 3)    θαη θαλεξά ην πξόζεκν ηεο  

     f  εμαξηάηαη από ην πξόζεκν ηνπ x .Έηζη : 

       f x >0 x 0    θαη  f x <0 x 0    ,νπόηε 

       ε f είλαη  θνίιε ζην (- , 0] θαη θπξηή ζην [0, + ) 

 

   ε f είλαη γλεζίσο κνλόηνλε ζην R ,νπόηε είλαη 1-1 άξα έρεη αληίζηνθε ζπλάξηεζε 

 

Β. είλαη 
f

f (ln x) f (x 1) ln x x 1


      πνπ ηζρύεη  (γλσζηή εθαξκνγή) 

 

 Γ. Ζ εθαπηνκέλε ηεο Cf ζην (0,0) έρεη εμίζσζε  

y f (0) f (́0)(x 0)
y x

f (0) 0 f (́0) 1

  
 

  
 

πνπ είλαη σο ελσζηόλ άμνλαο ζπκκεηξίαο ησλ f θαη f
-1 

Όκσο ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα .Έηζη ηα θνηλά ζεκεία ηεο 1f
C  κε ηελ y x (αλ ππάξρνπλ) είλαη 

θαη θνηλά ηεο fC κε ηελ y x . 

Έηζη ινηπόλ αξθεί λα δείμνπκε όηη ε fC ηέκλεη ηελ y x ζε έλα κόλν ζεκείν. 

Πξάγκαηη  5 3 5 3 3 2f (x) x x x x=x x x 0 x x 1 0 x 0             

 

 
Βξίζθνπκε ηα όξηα νινθιήξσζεο 

επηζηξνθή  εθθσλ 



επαλάιεςε - 3                                                                                                                         74  
… Πράξεισ παιδείασ ! 
 

 f
-1

 (x) =0  f(f
-1

(x))=f(0) δειαδή x=f(0) x=0  

H f
-1

 είλαη 1-1 αθνύ αληηζηξέςηκε άξα δελ έρεη άιιεο ξίδεο 

 
3

1

0

E( ) f (x)dx    (1)  

 

Όκσο ε f
-1

  δηαηεξεί πξόζεκν ζην [0,3] σο ζπλερήο θαη επεηδή   

                                                  1 1f 3 1 0 f x 0      

ε (1)  

3

1

0

E( ) f (x)dx    (2)  

 Θέηνπκε   1x f (u) u f x    θαη ηα λέα άθξα νινθιήξσζεο είλαη : 

   1x 0 f (u) 0 f (u) f 0 u 0        θαη  

   2x 3 f (u) 3 f (u) f 1 u 1         

Έηζη από ηελ (2) παίξλνπκε  
1

1

0

E( ) f (f u )f (́u)du    

 
11 1 1

5 3

0 0 00

u f (́u)du uf (u) f (u)du f (1) (4 4 4)du           

 

f(1)-

1
6 4 2

0

u u u 1 1 1 11 25
3 3   

6 4 2 6 4 2 12 12

   
            

  
 

 

2.      
 

Α.  Πξέπεη 
2 2  f(x)>0 x   1  x>0 x   1 x         1  

      Όκσο 
2 2x +1 x x x   ,δειαδή 2 2x +1 x x +1 x 0    , x R .  

      Έηζη ε  1 αιεζεύεη γηα θάζε x R ,νπόηε 
gA R  

 

Β. Γηα ηα όξηα έρνπκε 

          
  2 2

2

2x   x   x   

x 1  x  x 1 + x  
 lim f x lim x 1  x    lim

x 1 + x



        

 
  




  

       
 

2
2 2

2 2x   x x x
2

22

x 1   x  1 1 1
lim lim lim lim

11x 1 + x x 1 x
x 1 xx 1 x

xx



     


  

    
   

 


 

x x

2 2

x
1 1 1 1

x 0 lim lim 0 0
x 21 1

x 1 x 1 1x x
x x
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  ζρόιην 

Σην ζεκείν απηό κπνξνύκε λα ζπλερίζνπκε θαη κε ΚΠ σο εμήο : 

     
2

1 1 1 1 1
f x f x f x

x x x xx 1 x
      

 
 

θαη  απν  ΚΠ  πξνθύπηεη  
x   
lim f x 0
  

  

     

22

2x x x x

1
x 1 1

xf(x) x 1 x 1
lim lim lim lim 1 1 2

x x x x   

 
   

             
 

 

    γηα ην όξην     
x  - x  - 

 lim g x lim ln f x
   

  ππνινγίδνπκε πξώηα ην όξην   

       2

2x  - x x

1
 lim f x lim x 1 x ... lim x 1 1 2

x   

 
             

 
θαη έηζη 

      
x  - x  - u  +

 lim g x lim ln f x lim ln u
     

     

Γ. Δίλαη      
2

2 2

2 2

2x 2x 2 x 1
f x x 1  x x 1 1 1

2 x 1 2 x 1

   
        

 
  

   
2

2 2

x 1 x f (x)

x 1 x 1

 
   

 
  νπόηε θαη  

    
 

   

2

2

f (x)

f x 1x 1 g x ln f x
f x f x x 1


      


 θαη έηζη  

  2 2

2

1
 g x x   1 = x   1= -1

x 1
    


. 

Γ. Δίλαη 

1 1
1

02
0 0

1 f (x)
dx dx ln f (x) ln( 2 1) ln( 2 1)

f (x)x 1


          


   

 

 

3.      
 

Α. i) από ηελ δνζκέλε ζρέζε έρνπκε ηζνδύλακα  

x 0
f (x) f (x) 1

xe f (x) xf (x) x 1 e f (x) f (x) 1
x



           

          f xf (x)e (f (x)) x ln x c e f x x ln x c


            

f (1) 0
f (x) f (x)e f (x) x ln x c e f (x) x ln x



            1  

 

ii) Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε  xh(x) e x   
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    Δίλαη παξαγσγίζηκε κε παξάγσγν xh (x) e 1 0    άξα είλαη γλεζίσο αύμνπζα. 

                                    Οπόηε από ηελ ζρέζε  1 έρνπκε : 

                     f (x) lnxe f (x) e ln x h(f (x)) h(ln x) f (x) ln x       . 

 

Β. Μεηαζρεκαηίδνπκε ηελ παξάζηαζε ηνπ δεηνύκελνπ νξίνπ ,επηδηώθνληαο 

     λα ηελ γξάςνπκε ζε απινύζηεξε κνξθή .Έρνπκε  

      1 xf x ln x f x e    

   
   

 

 

2 2 2

lnf (x) x 1 x f (x) 1 x xx xe f (x) f x e e f (

x x 1x x x x x

x) f x e e e ln x e lx n

x

1 x  
  

    

 

 


 

Έηζη έρνπκε 

     

0

0

f (x) x 1 xx 1 x 1 DH x 1

2

x x

2x x x x 2x 1

x 1

1
lim lim   lim

1e f (x) f x e ln x e 1
e e

x
x 1

   


   

 



 






 
 

Γ. Δίλαη   
 

 
1 1 1 1

0 0 0 0

f (x 1)e f (x 1) (x 1) ln(xdx 1) (x 1) ln(x  dx  d )x dx1 


             

Όκσο 

    

11 2

0 0

x 3
dx x

2
1

2
(x )

 
   





  θαη 

 

       
1 1 1

1

0

0 0 0

dx dl x dxn(x 1) x ln(x 1) x ln(x 1) x ln(x 1)


        

   
 1 1

1 1

0 0

0 0

x 1 1x
x ln(x 1) x ln(x 1) dx

x 1 x
d

1
x

 
 

 
      

     
1

1 1 1

0 0 0

0

1
x ln(x 1) 1 x ln(x 1) x ln(dx x 1)

x 1


 
    




 
   

  ln 2 1 ln 2 0 2ln 2 1       

 

4.      
     

Α. Δίλαη      2f x x f x 0  .  

Γηαηξνύκε θαη ηα δύν κέιε κε  2x f x 0  θαη  έρνπκε 

    
 

 
     2 2

f x1 1 1
0 ln f x ln f x dx dx

x f x x x

              
   

   

      
1 1

c
x x

1
ln f x c f x e f x ce

x



         2  

 
 2

1 2 3f 1  ce   e c e
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νπόηε   
1

3
xf x e


  

Β.Γηα ην όξην έρνπκε    

  
x

1
lim 3 0 3 3

x

 
     

 
,νπόηε  

1
3

u 3x

x u 3
lim e lim e e




 

 
  

 
θαη 

       3

x
lim xf x e


     

 

Γ. Δίλαη  

   
 

2 2 2 2 2
1

3e e e e e1 1 1x 3 3 3
x x x

2 2 2

1 1 1 1 1

f x e 1 1
dx dx e dx 3 e dx e dx

x x x x


  

     
             

     
      

   

2

2 2

e 1 11 1
3 33 3

e ex 1
2

1

1
e e e e

e

      
        

    
 

 

5.      
 

Α.Δίλαη      xf x f x e  .  

    Πνιιαπιαζηάδνπκε κε  
xe  θαη έρνπκε 

            x x 2x x 2x1
f x e f x e e e f x e

2

           
 

   

    νπόηε     
xe

x 2x x x  1 1
e f x e c f x e ce

2 2


        1  

Όκσο  
 1

0 01 1
f 0   e +ce   1 c=

2 2



     νπόηε  από  ηελ  (1)  ζα  έρνπκε    

                                                         x x  1
f x e e

2

   

 

 Β. Δίλαη 

   x x  1
f x e e

2

      2  

 

Έηζη έρνπκε όηη ε f είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην  ,0 θαη 

γλεζίσο αύμνπζα ζην  0, . 

 

Γ. Γηα ηελ εμίζσζε έρνπκε  

 f x  

 f x  

x +∞ -

∞ 
0 

- + 

    

        θαη γηα ην πξόζεκν  ηεο   

        f x ιύλνπκε ηελ αλίζσζε 

   x x  1
f x 0 e e 0

2

      

x x e e 2x 0 x 0      
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f x f x  1 1
f x f x  f x f x  e e

0 e e 0 e e f x f x
2015

  
    

           

   
 

 
2

x x  x x  x x  1
2f x 0 f x 0 e e 0 e e 0 e e

2

                

x x 2x 0 x 0      κνλαδηθή ξίδα 

(γηαηί πξνθύπηεη κε αιγεβξηθή δηαδηθαζία) 

 

αιιηώο 
   

     
f x f x  

e e
0 f x 0 f x f 0

2015

 


           3  

Όκσο      x x  1
f x e e f x 0

2

     ,νπόηε ε f  είλαη γλεζίσο αύμνπζα ,άξα θαη 1 1 . 

 

Έηζη από ηελ  3 παίξλνπκε    f x f 0 x 0     

 

 

Γ. Φαλεξά ηζρύεη 
2 3 1   θαη έηζη απαηηνύκε αληίζηνηρε δηάηαμε ησλ ζπλαξηήζεσλ  

     κέζα  ζηα νινθιεξώκαηα . 

    Αξθεί ινηπόλ 
2 2 2 2

2 2

x 3 x 3 x 3 x 3 1

x 3 x 3

1 1 1 1
e e e e e e e e

e ee e

     

 
            

   
2 2x 3 x 3 1:2

2 2 2e e e e
f x 3 f 1 x 3 1 x 2 0

2 2

    
            

πνπ βέβαηα ηζρύεη 

 

6.      
Α. είλαη  

22 f (x)
2

xf (x) 9






2 2 2 22xf (x) 18 2 f (x) f (x) 2xf (x) x x 16          

2 2 2(f (x) x) x 16 f (x) x x 16             1  

 

Θέηνπκε   h x f (x) x   θαη από ηελ  1 παίξλνπκε 

2h(x) x 16      2 . 

Όκσο 2x 16 0, x     ,άξα ε h(x) 0 θαη επεηδή είλαη ζπλερήο δηαηεξεί ζηαζεξό πξόζεκν. 

Δπεηδή h(0) f (0) 0 4 0    ,νπόηε θαη h(x) 0  , x  . 

 

Έηζη απν ηελ  2  παίξλνπκε 

                                    
2 2h(x) x 16 f (x) x x 16       , x R   

Β. i) Γηα ην ΠΟ ηεο    g x lnf x  πξέπεη   2f x 0 x x 16 0      
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Όκσο
2 2 2x x 16 x x x x 0  x x 16 0            x R  . 

Έηζη είλαη 
g

A R  

 Δπίζεο είλαη 

        2 2 2

2

1
f (x) x x 16 x x 16 1 x 16

2 x 16

           


 

2

2 2

x x x 16
1 0

x 16 x 16

 
   

 
  x R    θαη  

 

   

2

2

2 2

x x 16

f (x) x 16
g (x) 0

f (x) x x 16 x 16

1

 

     
  

  

Άξα ε g(x) είλαη γλεζίσο αύμνπζα,άξα θαη 1 1 ,άξα ππάξρεη ε 1g (x) . 

 

ii) είλαη 

2 y 2 y 2 2y ln(x x 16) e x x 16 (e x) x 16             

2y
2y y

y

e 16
e 16 2xe x .

2e


     

Άξα 
2x

1

x

e 16
g (x)   , x .

2e

 
   

Τν ΣΤ ηεο g(x) είλαη ην R  αθνύ 

1 gg
A R   . 

Γ.  Δίλαη  

3 3 32 2
2 2

2 2
0 0 0

x x
dx x 16dx x 16 dx

x 16 x 16

 
     

  
    

 

                                
3 3

2 2

0
0

x x 16 dx x x 16 15 0 15
        

   

 

Γ. γηα ηα όξηα έρνπκε  

   
x 0 x 0

f (x) 1
lim lim f (x)

x lnx x lnx  
 

 
 

Όκσο 

  Ζ f είλαη ζπλερήο ζην R ,νπόηε  
x 0
lim f (x) f 0 4


   θαη  

  
x 0
lim(x lnx) 0 ( )
 

       θαη θαηά ζπλέπεηα  
x 0

1
lim 0

x lnx 



  

   Έηζη έρνπκε 
x 0 x 0

f (x) 1
lim lim f (x) 0 4 0

x lnx x lnx  
    

 
 

   γηα ην δεύηεξν όξην έρνπκε  
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x x

2
x

22

2

x

2

2e f (x)
lim lim e f (x)

x

1

x 1 x x 1 
 

 




 
  

       
    3  

     

Όκσο 

   
x

2

lim x x 1 1 1 0 1 0
2 2




 
           θαη  

   x x x 1
2 2

 
      αθνύ y x  γλεζίσο απμνπζα ζην 0,

2

 
 
 

 θαη  

 

x x x 0 x 0
2 2

 
        αθνύ y x είλαη γλεζίσο θζίλνπζα  ζην

0,
2

 
 
 

. 

Έηζη κε πξόζζεζεο θαηά κέιε έρνπκε:  x x 1 x x 1 0        

Οπόηε κε αληηθαηάζηαζε y x x 1    έρνπκε 

y 0
x

2

lim lim
x x 1

1 1

y 


  
  

 

 

  επίζεο 
 

2
2f  

x
2

2
x

2 2 0
x

lim e f (x)   e f ( ) e 16
2 2










    
       

 
 

 
  

 

Έηζη από ηελ ζρέζε   3  παίξλνπκε 

 
2

2
2

x

x
2

2

lim e f (x) e 16
x x 1

1

2 x







             
       

 
 
 
 

 

 

7.      

Α. Δίλαη    
x

f (x)
lim

x


 2

x

x 1 1 x
lim

x

   


2

x

1
x 1 1

x
lim 2 1 1

x





 
    

          

 

Β. έρνπκε
2f (x) x 1   ,νπόηε 

i) Δίλαη  

1

1 2

0

x
I dx

f (x)
 

 21

2

0

x 11
dx

2 x 1





  2

11
ln x 1

02
 
 

=
1

ln 2
2

 θαη 

ii)  
1 1

2

2

0 0

I xf x dx x x 1dx    θαη εξγαδόκαζηε κε αληηθαηάζηαζε 

      Θέηνπκε 
2x 1 u   
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       2 du
d x 1 du 2xdx du xdx

2
       

      λέα άθξα 
2

1 x 0
u x 1 1


   θαη 

2

2 x 1
u x 1 2


   θαη ην νινθιήξσκα γξάθεηαη 

        

2
1

212 2 1 32 2
2 2

2
1

1 1 1

1

du 1 1 u 1 1 1
I u u du u u u 2 2 1

12 2 2 3 3 3
1

2


 

  
           

  
 

   

8.      
 

Α.Γηα θάζε x R  έρνπκε : 

                 
:3 6 2 2

3f x 6f x 2 3f x 6f x 2 f x f x  f x 2x f x
3 3 3

             

        
2 x 2xe

2x 2x 2x 2x2 2 e
f x e 2x e f x e f x e

3 3 2

 
   

         
 

 

   
2 xe

2x 2x 2x1 1
f x e e c f x ce

3 3


             1  

Γηα x 0  ,ε (1) γξάθεηαη    01 1 1
f 0 ce 0 c c

3 3 3
         , 

νπόηε από ζρέζε (1) πξνθύπηεη όηη    2x1 1
f x e

3 3
      

 

 Β. γηα ην όξην έρνπκε 

    
   2x 2x

2 2x x x

e 1 x3f x x x e 1
lim lim lim

x x x x  

   
     2  θαη έρνπκε  

   
xx 1 1 x 1

x x x x x x

 
     όπνπ κε ΚΠ παίξλνπκε 

x

x
lim 0

x


  

    
2x

2xx x

e 1 1 1
lim lim 1 0 1 0 0

x e x 

  
       

 
 

Έηζη από ηελ  2  πξνθύπηεη 
 

2x

3f x x
lim 0 0 0

x


    

Γ. είλαη  

     
1 1 1 1 1

2x 2x 2x

0 0 0 0 0

1 1
3xf x dx 3x e dx x xe dx x dx xe dx

3 3

 
         

 
      

1 1 11 12 2 2x
2x 2x

0 00 0 0

x 1 x xe 1
x e dx x e dx

2 2 2 2 2

      
            

      
   

1 1 1 1 112 2x 2 2x 2x
2x

00 0 0 0 0

x xe 1 x xe 1 e
e dx ....

2 2 2 2 2 2 2
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9.      
 

Α. είλαη  
5

f 0
2

 θαη 

 
 

2

1
f x 1

x 2
  


 ,νπόηε  

1 3
f 0 1

4 4
     ,νπόηε ε εθαπηόκελε ζην ζεκείν επαθήο 

  
5

0,f 0 0,
2

 
  
 

 έρεη εμίζσζε  

    
5 3

y f 0 f 0 x 0 y x
2 4

           :
3 5

y x
4 2

   

 

Β. ην πεδίν νξηζκνύ ηεο f είλαη  fA R 2   θαη έρνπκε  

      
x 2 x 2

1
lim f x lim x 2

x 2  

 
     

 
θαη θαηά ζπλέπεηα ε fC έρεη θαηαθόξπθε  

        αζύκπησηε ηελ επζεία x 2  . 

 γηα ηελ πιάγηα αζύκπησηε έρνπκε  

   
  2 2

2 2x x x x

1
x 2f x x 4x 5 xx 2lim lim lim lim 1

x x x 2x x   

 
      


θαη 

 
x x x x

1 2x 4 2x
lim f x x lim x 2 x lim lim 2

x 2 x 2 x   

 
               

 

άξα ε επζεία y x 2  είλαη πιάγηα αζύκπησηε ηεο fC ζην  θαη όκνηα ζην  . 

 

Γ. είλαη  f x 0 ,γηα θάζε  x 0,1 θαη έηζη ην δεηνύκελν εκβαδό είλαη  

     
11 1 1 2

0 0 0 0

1 x
E f x dx f x dx x 2 dx 2x ln x 2

x 2 2

  
           

   
    

5 5 3
ln3 ln 2 ln

2 2 2
      

10.      
 

Α. είλαη 

f ΄(x) = ζπλx        f ΄(0) = 1    θαη   f ΄(π) =1 νπόηε : 

 

    ε εθαπηόκελε ζην   Ο(0, 0) έρεη εμίζσζε :    

  y f(0) = f ΄(0)(x0)   y – εκ0 = 1(x – 0)     y = x  

   ε   εθαπηνκέλε ζην   Α( π, 0)  έρεη εμίζσζε :    

    y f(π) = f ΄(π)(xπ)   y – εκπ  =1(x – π)   y – 0 = – x + π 

                                                  y = – x + π 

Β.Τν ζεκείν ηνκήο  Α  ησλ εθαπηνκέλσλ :    
y x

y x




   
 

y x

x x




   
   





επαλάιεςε - 3                                                                                                                         83  
… Πράξεισ παιδείασ ! 
 

                                       
y x

2x




 
     Α  ,  

2 2

 
 

Φέξλνπκε ηελ θάζεηε από ην  Α  ζηνλ άμνλα  x x ,  ε νπνία ρσξίδεη ην δεηνύκελν  

εκβαδόλ  ζε δύν κέξε. 

Δ  = 2

0
2

(x x)dx ( x x)dx




        =  
2 22

0
2

x x
x x x

2 2






   
          

   
= 

   =  
2 2 2 2

20
8 2 2 8 2 2

        
             

   
 =  

2

2
4


  ηκ 

Γ. είλαη 

 
 

0

0

x x xx 0 x 0 DH x 0

f x x x 1
lim lim lim 1

e 1 e 1 e 1  

 
   

 
 

 

Γ. είλαη  

      x x x

0 0 0

I f x e dx e xdx e xdx

   
         

 x x x x

0 0
0 0

e x e x dx e x e xdx

 
                 

 

θαη ζπλερίδνπκε κε δεύηεξε παξαγνληηθή 

   x x x x x

0 0 0
0 0

e x e xdx e x e x e x dx

 
                         

 
   

x x x

0 0
0

...........I.........

e x e x e xdx


 

 
             
 
 

  , νπόηε 

x x x x

0 0 0 0
I e x e x I 2I e x e x

   

                          

 

11.      
 

Α. είλαη 

     
   

22 2

x 2 x 2 x 2 x 2
x 2 x 2 x 2 x 2

f x 4x 4 x 2 x 2x 4x 4
lim lim lim lim

e 1 e 1 e 1 e 1      
   

    
  

   
 

0x 2
x 2 0

x 2 x 2DHx 2 x 2

x 2 1
lim lim 1

e 1 e
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y

x
-1

A

O 1α

 Β. είλαη  

f ΄(x)  = 
1

2 x
         f ΄(1) = 

1

2
 

Οπόηε ε εμίζσζε ηεο εθαπηόκελεο ζην  Α(1, 1) :       

          y  f(1) = f΄(1)(x1)  

           y 1 = 
1

2
(x1)  

                y = 
1

2
x + 

1

2
 

Ζ εθαπηόκελε ζην Α ηέκλεη ηνλ άμνλα ησλ x ζην ζεκείν κε ηεηκεκέλε ηελ ιύζε ηεο εμίζσζεο     

1

2
x +

1

2
= 0         x =1 

Δπεηδή ην δεηνύκελν εκβαδόλ  ρσξίδεηαη από ηνλ άμνλα ησλ  y  ζε δύν κέξε ,έρνπκε  

Δ = 
0 1

1 0

1 1 1 1
x dx x x dx

2 2 2 2

   
      

   
    

=  

10 32 2

2

1 0

1 x 1 1 x 1 2
x x x

2 2 2 2 2 2 3


  
       

   
  =  

1 1 1 1 2 1
  

4 2 4 2 3 3
        

 Γ. Θα εμεηάζνπκε αλ ππάξρεη ηηκή ηνπ α κε 1 1 0 0 1      

      έηζη ώζηε λα ηζρύεη  

1

1

1 1
( x )dx
2 2 2






           

1
2

1

1 x 1 1
x

2 2 2 6





 
   

 
 

 
 

2
1 1 1 1 1

4 2 4 2 6

 
         

2
3 1 6 1 1 0       

   νπόηε     α-1 = 
3 6

3

 
   ή   α-1 = 

3 6

3

 
 

6

3
   ή 

6

3
    

Από απηέο,  ζην δηάζηεκα   [0 ,1]   αλήθεη ε    
6

3
   

Άξα ε επζεία    
6

x 1 x 1
3

       ρσξίδεη ην ρσξίν ζε δύν ηζεκβαδηθά ρσξία. 

 

12.      
 

A.Ζ δνζκέλε ζρέζε γξάθεηαη : 

      
3

23 1 3 x
x f x xf x x 2 xf x ln x 2x

2 x 2 3

             
 

 

   31
xf x x ln x 2x

2

      
 

,νπόηε   31
xf x x ln x 2x c

2
       1  

θαη γηα x 1  παίξλνπκε   31 3 3 3
1 f 1 1 ln1 2 1 c c c 0

2 2 2 2
              . 

Έηζη από ηελ  1  πξνθύπηεη  
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:x 0

3 21 1 ln x
xf x x ln x 2x  f (x) x 2

2 2 x



          

 

B. Δίλαη : 
3

2 2

1 ln x 1 ln x x
f (x) x , x 0

x x

  
      θαη ζεσξνύκε ηελ ζπλάξηεζε 

 3g(x) 1 ln x x , x 0    ,νπόηε 21
g (x) 3x 0

x
     ,νπόηε ε g είλαη  ζην  0,  

θαη ηζρύεη αθόκε , g(1) 0  

γηα
 g

3x 1 g(x) g(1) 1 ln x x 0 f (x) 0        
2

,  

γηα 
 g

30 x 1 g(x) g(1) 1 ln x x 0 f (x) 0         
2

 

 θαη γηα ηελ f  έρνπκε ηνλ δηπιαλό πίλαθα κεηαβνιώλ 

όπνπ πξνθύπηεη όηη ε f γηα x 1  έρεη νιηθό  

κέγηζην ην 
3

f (1)
2

 . 

Γηα ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο f παίξλνπκε θάζε έλα από ηα δηαζηήκαηα κνλνηνλίαο . 

 

   γηα  1x Α 0,1  έρνπκε όηη ε f είλαη ζπλερήο θαη γλ. αύμνπζα ,νπόηε   

                                        1
x 0

3
f A lim f x ,f 1 ,

2

      
 ,αθνύ :  

3
f 1

2
  θαη 

2

x 0 x 0

1 ln x
lim f (x) lim x 2

2 x  

 
      

 
, εθόζνλ    

x 0 x 0

ln x 1
lim lim ln x

x x  

 
       

 
 

 

   γηα  2x Α 1,   έρνπκε όηη ε f είλαη ζπλερήο θαη γλ. θζίλνπζα ,νπόηε   

                                        2
x

3
f A f 1 , lim f x ,

2

      
 ,αθνύ :  

3
f 1

2
 θαη 

x
lim f (x)


  εθόζνλ
 x DLH x x

ln x (ln x) 1
lim lim lim 0

x (x) x

 
 
 

  


  


  θαη 

2

x

x
lim 2

2

 
    
 

 

xx x

1
lim f (x) lim x 1

e 

 
     

 
 

άξα ην ζύλνιν ηηκώλ, είλαη 
3

f (A) ,
2

 
  
 

 

Γ.  ε εμίζσζε γξάθεηαη :  
2 2:2x 0 2

3 3 ln x x ln x x
2ln x 2αx x 2ln x x 2αx  α  2 α 2

x 2 x 2

 

              

 f x α 2    , νπόηε : 

 αλ  
1 3

α α 2 α 2 f A
2 2

         ,νπόηε ε εμίζσζε είλαη αδύλαηε . 

 αλ  
1 3

α α 2 α 2 f A
2 2

         ε εμίζσζε γξάθεηαη f (x) 0  
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θαη έρεη κνλαδηθή ιύζε ηελ x 1  

 αλ  
1 3

α α 2 α 2 f A
2 2

        ,νπόηε ε εμίζσζε έρεη δύν ιύζεηο  

   εθόζνλ 1 2α 2 f (A ) , α 2 f (A )     θαη ζε θάζε έλα από ηα δηαζηήκαηα 1 2A ,A  ε f  είλαη 

   γλεζίσο κνλόηνλε . 

Γ. Δίλαη           2 2f θ 1 f ι 2 κ 2κ 4 f θ 1 f ι 2 κ 2κ 1 3               

     
2

f θ 1 f ι 2 κ 1 3            2  

Δίδακε ζην A εξώηεκα όηη :  max

3
f x

2
 ,νπόηε  

3
f x

2
  γηα θάζε x 0  θαη έηζη : 

     
3

f 1
2

  ,  
3

f 2
2

   ,νπόηε θαη   

           
3 3

f θ 1 f ι 2 f θ 1 f ι 2 3
2 2

           

 είλαη αθόκε  
2

κ 1 3 3    

  έηζη ε ζρέζε   2 ηζρύεη όηαλ  : 

   

 

   

 
2

2

3
f 1 f 2 3 f 1 f 2 1 1   2 1

2
1 01 3 3

1 0


                

   
       

 

0   1

1

     
 

 
 

Δ. Γηα ην νινθιήξσκα έρνπκε : 

   
α

1

I α f x dx   
2 2α α α

1 1 1

ln x x x
2 dx ln x ln xdx 2 dx

x 2 2

           
   

    

α
3 3

2 2

1

1 x 1 α 11
ln x 2x ln α 2α

2 6 2 6 6

 
       
 

,  νπόηε 

    
3 2

2 3

3 2 3α α α

1 α 11 ln α 1 2 11 1
lim I α lim ln α 2α lim α

2 6 6 2α 6 α 6α 6  

     
                  

    
 

εθόζνλ 
 

   
 

22

3 3 2 3 3α DLH α α α DLH α

ln α ln α ln αln α ln α 1
lim lim lim lim lim 0

2α (2α ) 3α 3α 9α

    
   
    

    

 
    


   

 

 

 

 

13.      

 

Α. Γλσξίδνπκε όηη    0f x f x  γηα θάζε  x 0,  ,κε  0

1
f x

e
   1 . 
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Όκσο ε f  είλαη παξαγσγίζηκε  ζην  0, ,άξα θαη ζην 0x ,νπόηε από Θ.Fermat πξνθύπηεη όηη 

 0f x 0    2  

Αληηθαζηζηνύκε ζηε δνζκέλε ζρέζε όπνπ x ην 0x θαη παίξλνπκε : 

   
0

0 0 x

0

1
f x f x

x e
   θαη ιόγσ ησλ  1 ,  2  ηζνδύλακα έρνπκε  

0 0 0

0 0

:e
x x 1 x 1

0 0 0x x

0 0

1 1 1 1
0 x e e x e 1 x e 1 0

e x e e x e

 
             3  

 

 Θεσξνύκε ηελ ζπλάξηεζε   x 1g x xe 1   κε x 0 . 

 Δίλαη      x 1 x 1 x 1 x 1g x xe 1 e xe x 1 e 0            γηα θάζε  x 0,  . 

    Οπόηε ε g είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην  0,  ,άξα θαη 1 1 . 

Από ηελ ζρέζε   3 έρνπκε    
g 1-1

0 0g x g 1   x 1   . 

 

Β. Πνιιαπιαζηάδνπκε κε 
xe ηελ δνζκέλε ζρέζε     x

1
f x f x

xe
   ,νπόηε : 

                 x x x x x x

x

1 1
e f x e f x e e f x e f x e f x ln x

xe x

           

νπόηε   xe f x ln x c   κε  x 0,   

Γηα x 1 ε παξαπάλσ ζρέζε γξάθεηαη :  1 1
e f 1 ln1 c e c c 1

e
      . 

Έηζη παίξλνπκε    x

x

ln x 1
e f x ln x 1 f x

e


       

 

Γ. Γηα x 0  γλσξίδνπκε όηη ηζρύεη ln x x 1 x ln x x     ,νπόηε : 

      x

x x

1 ln x 1 x
f x f x 1 x e

e e

 
      νπόηε θαη 

   
2 2

x

1 1

f x dx 1 x e dx       4  

Όκσο             
2 2 2

2
x x x x

1
1 1 1

1 x e dx 1 x e dx  1 x e 1 x e dx


                   

   
2 2

2 2 2
x x x x

31 1 1
1

3e e 3
1 x e e dx 1 x e e ...

e

     
                     . 

Έηζη από ηελ  4  παίξλνπκε : 

 
2 2 2 2

3 3

1

3e e 3 3e e 3e e
f x dx 3e 1

e e e

   
      ,άξα θαη  

2

1

f x dx 3e 1  . 

 

Γ. i)  Γηα ηελ ζπλάξηεζε   F x ,ε νπνία σο παξάγνπζα είλαη θπζηθά    
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   παξαγσγίζηκε ,έρνπκε :      x

1 ln x
F x f x

e


    κε x 0  5 . 

Δίλαη    x

1 ln x 1
F x 0 0 1 ln x 0 ln x 1 x

e e


            . 

 

Έηζη έρνπκε ηνλ πίλαθα κεηαβνιώλ  

 

x 
0   

           

1

e
          +∞ 

F (x)  
       -                 + 

F(x)                          

 

 

Ζ ζπλάξηεζε F έρεη ειάρηζηε ηηκή ηελ 
1

F 0
e

 
 

 
,αθνύ 

Γηα 
1

x ,1
e

 
 
 

είλαη  F  ,νπόηε  
F1 1 1

1 F F 1 F 0
e e e

    
       

   
 

 

ii)  Αληηθαζηζηνύκε ζηελ δεηνύκελε ηζόηεηα όπνπ x  θαη έρνπκε : 

   F x f x 0   

Θεσξνύκε ινηπόλ ηελ ζπλάξηεζε      h x =F x f x 0   , ε νπνία 

 Δίλαη θαλεξά ζπλερήο ζην  0, άξα θαη ζην 
1

,1
e

 
 
 

 

      
1 1

h 1 =F 1 f 1 0 0
e e

      θαη 

     
x x

1
ln 1

1 1 1 1 1 ln e 1 1eh =F f F F F 0
e e e e e e e e


            

                 
           

. 

Καηά ζπλέπεηα από ην Θ. Bolzano ππάξρεη 
1

,1
e

 
 

 
 ώζηε  h =0  

δειαδή     F f 0     

 

Δ. Ζ αληζσζε κε ινγαξίζκηζε γξαθεηαη   

    
         

xF f x F xe x xln e ln1 F f x F xe 0 F f x F xe
           6  

Όκσο : 

  
1

f x
e

  (από ππόζεζε)  θαη 

 

xe
x x 11

xe e x
e


     πνπ ηζρύεη ,αθνύ κε αληηθαηάζηαζε x 1x e   ,ζηελ γλσζηή αληζόηεηα  
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  ln x x 1     7  πξνθύπηεη 
x 1e x  . 

Όκσο  ε ζπλάξηεζε F είλαη γλ. θζίλνπζα ζην δηάζηεκα 
1

0,
e

 
 
 

 . 

Καη  από ηελ  6  παίξλνπκε 

 
xe

x x

x x x

1 ln x 1 ln x x
f x xe xe   1 ln x x ln x x 1

e e e


  

            

 

θαη ιόγσ ηεο  7 παίξλνπκε ln x x 1 x 1     

 

14.      
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15.      
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ζεκείσκα  γηα  ππνςεθίνπο 

 

Φίινη καζεηέο. 

Μελ πεξηκέλεηε από ηηο όπνηεο ππνδείμεηο ,κεζόδνπο θαη θόιπα λα κάζεηε, αλ δελ δηαβάζεηε ηελ 

αληίζηνηρε ζεσξία θαη δελ ηελ εκπεδώζεηε. Πξνζνρή ινηπόλ ζηελ κειέηε ηνπ 1
νπ

 θεθαιαίνπ  

Όρη απινί ζεαηέο, αιιά πξσηαγσληζηέο ! 

 

Σα καζεκαηηθά ζέινπλ γλώζε θαη ...θαληαζία. Ζ θαληαζία είλαη έκθπηε, ε γλώζε 

θαη ε ηαθηηθή  απνθηηέηαη.  

 

Α. ...ιίγν πξηλ ιύζνπκε κηα άζθεζε αο έρνπκε ππόςε ηα εμήο  

 

Μηα άζθεζε καζεκαηηθώλ ιύλεηαη εθόζνλ έρνπκε ηηο απαξαίηεηεο γλώζεηο, ην ζάξξνο θαη ηελ 

ηθαλόηεηα λα δεκηνπξγνύκε κόλνη καο ηελ ιύζε ηεο. Απηή ε ηθαλόηεηα δελ είλαη έκθπηε…  

 αθήλνπκε ηα δεδνκέλα θαη ηα δεηνύκελα ηεο άζθεζεο λα καο νδεγήζνπλ.  

 εξκελεύνπκε ζσζηά ηα δεδνκέλα θαη ηα δεηνύκελα 

 ζπζρεηίδνπκε ηα δεδνκέλα θαη ηα δεηνύκελα κε ηηο γλώζεηο ηηο νπνίεο έρνπκε.  

 εθαξκόδνπκε δηάθνξεο ηερληθέο, αξθεί απηέο λα ζπκθσλνύλ κε ηε ινγηθή  καο. 

 ειέγρνπκε ηα απνηειέζκαηα. Δίλαη θπζηθό λα θάλνπκε θάπνηα ιάζε ηα νπνία πξέπεη λα 

αλαδεηάκε θαη λα ηα δηνξζώλνπκε.  

 Πξνζέρνπκε θάπνηα θξπθά ζεκεία ησλ δεδνκέλσλ – δεηνύκελσλ. 

 Σε θακηά πεξίπησζε δελ δερόκαζηε όηη δελ κπνξνύκε λα ιύζνπκε ηελ άζθεζε. 

 

 

Β. Γηα λα ιύζνπκε κηα άζθεζε: 

    

 Πνιινί ιέλε: "Από πνύ λα αξρίζσ;" Μα θπζηθά από απηά πνπ δεηάο. 

    Εεηάο έλαλ αξηζκό; Βάθηηζε ηνλ x. Εεηάο έλα ζεκείν; Βάθηηζε ην Μ(xν,yν), δεηάο κία επζεία;   

     Βάθηηζε ηελ y=ιx+β  θ.ι.π. 

 

 Αλαθαιύςηε ηα δεδνκέλα ηεο άζθεζεο πνπ δελ θαίλνληαη κε ηελ πξώηε καηηά. 

    

    α. Δληνπίδνπκε ζε πνην ζεώξεκα...θνιιάεη. Όιεο νη αζθήζεηο αλαθέξνληαη  θάπνπ. Δληόπηζε ην. 

    β. Διέγρνπκε αλ ε δεηνύκελε πξόηαζε κεηαζρεκαηίδεηαη ζε ηζνδύλακε ηεο !  

    γ. Δξγαδόκαζηε ζηελ ππόζεζε θαη ζην ζπκπέξαζκα θαη θαηαιήγνπκε ζε ίδην απνηέιεζκα. 

    δ. Μεηαζρεκαηίδνπκε ηελ πξόηαζε πνπ καο δεηνύλ θαη θαηαιήγνπκε ζε πξόηαζε πνπ ηζρύεη. 

    ε. Υπνζέηνπκε όηη ε πξόηαζε δελ ηζρύεη θαη θαηαιήγνπκε ζε άηνπν.  

   ζη. Μήπσο ζηεξίδεηαη ζην πξνεγνύκελν εξώηεκα; 

    δ. Εσγξαθίδνπκε ηα δεδνκέλα αλ είλαη δπλαηόλ. 

 

Καιή επηηπρία. 
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Τ   Γ 

 

 

Θα είλαη ραξά καο  λα καο ππνδείμεηε ηα όπνηα ιάζε ζηα βηβιηνκαζήκαηα θαη λα θάλεηε ηηο όπνηεο 

παξαηεξήζεηο - ππνδείμεηο ζρεηηθά κε ηελ πξνεηνηκαζία ζαο ή όηη άιιν εζείο λνκίδεηε . 

      

Βαγγέιεο  Α  Νηθνιαθάθεο 

 

 

vagnik53@gmail.com 
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