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ΠΧ  ΚΑΝΟΤΜΔ  ΔΠΑΝΑΛΖΦΖ 

 
1. Γηαβάδνπκε  όηη έρνπκε  δηδαρζεί ζην αληίζηνηρν  θεθάιαην. 

2. Μειεηνύκε  πνιύ πξνζεθηηθά ηηο εξσηήζεηο  θαη ηηο απνδείμεηο πνύ 

ππάξρνπλ ζην παξόλ επαλαιεπηηθό βηβιίν  (Κεθάιαην – 1) .Οη εξσηήζεηο πνπ 

έρνπλ ζθηαγξαθεζεί  ,είλαη    SOS  απνδείμεηο  γηα ηηο εμεηάζεηο  !  

3. Διέγρνπκε ηηο γλώζεηο καο  ζηελ ζεσξία απαληώληαο ζηηο  εξσηήζεηο -Λ , 

(ελόηεηα  Β). ηελ ζπλέρεηα ειέγρνπκε ηελ νξζόηεηα ησλ απαληήζεσλ καο 

ζηελ ελόηεηα  Β-α  (ζειίδα  24) 

4. Μειεηνύκε πνιύ θαιά ηηο κεζόδνπο θαη ηηο  αζθήζεηο  γηα εκπέδσζε ηνπο 

ζην θεθάιαην 2  (ζειίδεο 25-69) 

5. Κάλνπκε  εμάζθεζε ζηα  ΘΔΜΑΣΑ  ΠΡΟΟΜΟΗΧΖ   ηνπ 3
νπ

 θεθαιαίνπ 

(ζειίδα  79  θαη αθνξνύλ καζεηέο πξνρσξεκέλνπ επηπέδνπ πνπ ζηνρεύνπλ 

πςειέο βαζκνινγίεο ) . ηελ ζπλέρεηα ειέγρνπκε ηελ νξζόηεηα ησλ ιύζεσλ 

καο  ζηελ ελόηεηα  Β  (ζειίδεο  79 – 113)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

   Καλή   σας   Επιτστία  ! 

Σο παρόν βιβλίο προςφζρεται ΔΩΡΕΑΝ ςε ςυναδζλφουσ ,μαθητζσ  
Γ ΛΤΚΕΙΟΤ και υποψηφίουσ και μπορεί να χρηςιμοποιηθεί ωσ ζχει 
(χωρίσ τροποποιήςεισ) 
ε κάθε περίπτωςη απαγορεφεται η εμπορική χρήςη του από  τρίτουσ , 
η ανάρτηςη του ςτο Internet  κλπ. 



επαλάιεςε - 2                                                                                                                         4  
… Πρϊξεισ παιδεύασ ! 
 

    

   ΔΡΩΣΗΔΙ ΘΔΩΡΙΑ-ΣΤΠΟΛΟΓΙΟ  
 

 

 

Α                     ΕΡΩΣΗΕΙ  -  ΑΠΟΔΕΙΞΕΙ  θεωρίασ  και  τυπολόγιο  ΠΑΡΑΓΩΓΩΝ 

 

 

1.     Πσο νξίδεηαη ε εθαπηνκέλε ζην ζεκείν 0 0( , ( ))A x f x   ηεο fC ; 

Έζησ  f  κηα ζπλάξηεζε θαη ))(,( 00 xfxA  έλα ζεκείν ηεο fC . Αλ ππάξρεη ην 
0

0

0

)()(
lim

xx

xfxf

xx 




 θαη είλαη ν 

πξαγκαηηθόο αξηζκόο f΄(x0) , ηόηε νξίδνπκε σο εθαπηνκέλε ηεο fC  ζην ζεκείν ηεο Α, ηελ επζεία ε πνπ 

δηέξρεηαη από ην Α θαη έρεη ζπληειεζηή δηεύζπλζεο ι= f΄(x0). 

Δπνκέλσο, ε εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ζην ζεκείν ))(,( 00 xfxA  είλαη   0'( )y f x f x x x  0 0( ) ( )
 

 

2.       Πόηε κηα ζπλάξηεζε ιέγεηαη παξαγσγίζηκε ζην ρ0 θαη ηη νλνκάδνπκε  
          παξάγσγν ηεο    f ζην ρ0 ; 

 
 Μηα ζπλάξηεζε f ιέκε όηη είλαη παξαγσγίζηκε ζ’ έλα ζεκείν 0x  ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο, αλ ππάξρεη ην      

0

0 )()(
lim

0 xx

xfxf

xx 




     θαη είλαη πξαγκαηηθόο αξηζκόο. 

 Τν όξην απηό νλνκάδεηαη παξάγσγνο ηεο f ζην 0x  θαη ζπκβνιίδεηαη κε )( 0xf  . Γειαδή: 

 

0

0

0

)()(
lim)(

0 xx

xfxf
xf

xx 





. 

 

ΗΜΑΝΣΙΚΕ  ΕΠΙΗΜΑΝΕΙ-ΥΟΛΙΑ  ΣΟΤ ΟΡΙΜΟΤ ΠΑΡΑΓΩΓΟΤ 
 

α)Η ύπαξμε εθαπηόκελεο ηεο fC ζην ζεκείν ηεο ))(,( 00 xfxA
,εμαξηάηαη από ηελ ύπαξμε ηεο 

παξαγώγνπ 0( )f x
 
 

β) Αλ, ηώξα, ζηελ ηζόηεηα 
0

0

0
0

)()(
lim)(

xx

xfxf
xf

xx 





 ζέζνπκε hxx  0 , ηόηε έρνπκε 

h

xfhxf
xf

h

)()(
lim)( 00

0
0





. 

 

γ) Αλ ην 0x  είλαη εζωηεξηθό ζεκείν ελόο δηαζηήκαηνο ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο  f, ηόηε: 

   Ζ  f  είλαη παξαγωγίζηκε ζην 0x , αλ θαη κόλν αλ ππάξρνπλ ζην  R  ηα όξηα 

 

                                    
0

0

0
x x

f (x) f (x )
lim

x x




   ,     

0

0

0
x x

f (x) f (x )
lim

x x




  θαη είλαη ίζα. 

 
 

1 
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3. Αν  η f    είναι παραγωγίσιμη στο σημείο 0x , τότε είναι και συνεχής σ΄αυτό. 

 
Απόδεημε 

 

Γηα 0xx   έρνπκε )(
)()(

)()( 0

0

0

0 xx
xx

xfxf
xfxf 




 ,  

Οπόηε 















)(

)()(
lim)]()([lim 0

0

0

0
0

0

xx
xx

xfxf
xfxf

xxxx
)(lim

)()(
lim 0

0
0

0

0

xx
xx

xfxf

xxxx








00)( 0  xf  ,  

 αθνύ ε  f είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0x .  Αξα , )()(lim 0
0

xfxf
xx




, δειαδή ε  f  είλαη ζπλερήο ζην 0x .      

 

ρόιηα 

 

Τν αληίζηξνθν ηνπ παξαπάλσ ζεσξήκαηνο δελ ηζρύεη. Ιζρύεη όκσο όηη  : 

 Αλ κηα ζπλάξηεζε  f  δελ είλαη ζπλερήο ζ’ έλα ζεκείν 
0x , ηόηε, ζύκθσλα κε ην πξνεγνύκελν ζεώξεκα, δελ 

κπνξεί λα είλαη παξαγσγίζηκε ζην 
0x . 

 

4.        Πόηε κηα ζπλάξηεζε f ιέγεηαη παξαγσγίζηκε ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο  ; 
 
Έζησ f κηα ζπλάξηεζε κε πεδίν νξηζκνύ έλα ζύλνιν Α. Θα ιέκε όηη:  

— H f είλαη παξαγσγίζηκε ζην Α ή, απιά, παξαγσγίζηκε, όηαλ είλαη παξαγσγίζηκε ζε θάζε ζεκείν Ax 0 . 

— Η f είλαη παξαγσγίζηκε ζε έλα αλνηθηό δηάζηεκα ),( βα  ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο, όηαλ είλαη 

παξαγσγίζηκε ζε θάζε ζεκείν ),(0 βαx  . 

— Η f είλαη παξαγσγίζηκε ζε έλα θιεηζηό δηάζηεκα ],[ βα  ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο, όηαλ είλαη 

παξαγσγίζηκε ζην ),( βα  θαη επηπιένλ ηζρύεη 

( ) ( )
lim
x

f x f
R

x









     θαη     

( ) ( )
lim
x

f x f
R

x









. 

5.        Ση είλαη ε παξάγσγνο ζπλάξηεζε ; 
 

Έζησ f κηα ζπλάξηεζε κε πεδίν νξηζκνύ Α θαη 1A  ηo ζύλνιν ησλ ζεκείσλ ηνπ Α ζηα νπνία απηή  είλαη 

παξαγσγίζηκε. Αληηζηνηρίδνληαο θάζε 1Ax  ζην )(xf  , νξίδνπκε ηε ζπλάξηεζε  

1:   , ωζηε : ( )f A R x f x     ε νπνία νλνκάδεηαη παξάγσγνο ηεο  f. 

 

6.        Ση νλνκάδνπκε ξπζκό κεηαβνιήο ηνπ y σο πξνο ην x ; 

 

Αλ δύν κεηαβιεηά κεγέζε yx,  ζπλδένληαη κε ηε ζρέζε )(xfy  , όηαλ  f  είλαη κηα ζπλάξηεζε 

παξαγσγίζηκε ζην 0x , ηόηε νλνκάδνπκε ξπζκό κεηαβνιήο ηνπ y σο πξνο ην x ζην ζεκείν 0x  ηελ 

παξάγσγν )( 0xf 
 

 

7.        Πσο παξαγσγίδεηαη κηα ζύλζεηε ζπλάξηεζε ; 

 

Αλ ε ζπλάξηεζε g είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0x  θαη ε  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην )( 0xg , ηόηε ε ζπλάξηεζε 

gf   είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0x  θαη ηζρύεη   0 0 0( ) ( ) ( ( )) ( )f g x f g x g x     
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8.  Να γξάςεηε ηνπο ηύπνπο παξαγώγσλ ησλ ζπλαξηήζεσλ θαη ηα ζύλνια  
     πνπ νξίδνληαη  

       
 .  f x c 

   
 .  f x x 

   
 .  f x x 

  
 

1
.  f x

x
 

 
 .  f x x  

 
 .  f x x 

 

       
 .  f x x  

   
 .  f x x  

   
 .  f x x  

  
 .  f x x  

 
 .  xf x e 

 
 .  lnf x x 

 
 

 . 0  ,x Rf x         . 1  ,x Rf x         1.   ,x Rf x x      

    11
.     ,x Rf x x f x x

x
 


            

1
.   ,x 0,

2
f x

x
       .   ,x Rf x x     

 .   ,x Rf x x           2

1
.   ,x R- /

2
f x x x

x

 
      

  
 

   2

1
.   ,x R- /f x x x

x
     


 

 .   ,x Rxf x e          
1

.   ,x 0,f x
x

   
 

 

9.     ΄Έστω η σταθερή συνάρτηση ( )   ,f x c c R  ,. Δείξετε ότι η συνάρτηση   f          

είναι  παραγωγίσιμη στο R και ισχύει ( ) 0f x  , δηλαδή    c  0΄   

 
Απόδεημε 

Πξάγκαηη, αλ 0x  είλαη έλα ζεκείν ηνπ R, ηόηε γηα 0xx   ηζρύεη:   0
)()(

00

0 









xx

cc

xx

xfxf
.       Δπνκέλσο,  

0
)()(

lim
0

0

0






 xx

xfxf

xx
,           δειαδή 0)( c .   

 

10. Έστω η συνάρτηση ( )f x x . Δείξετε ότι η συνάρτηση  f   είναι παραγωγίσιμη 

στο R  και ισχύει ( ) 1f x  , δηλαδή   ( ) 1x   . 

 
Απόδεημε 

Πξάγκαηη, αλ 0x  είλαη έλα ζεκείν ηνπ R, ηόηε γηα 0xx   ηζρύεη:    1
)()(

0

0

0

0 









xx

xx

xx

xfxf
.    Δπνκέλσο,       

11lim
)()(

lim
0

0

0

0






 xxxx xx

xfxf
,        δειαδή 1)( x .     

11.  Έστω η συνάρτηση ( )f x x ,  0,1R  . Δείξετε ότι η συνάρτηση  f  είναι 

παραγωγίσιμη στο R  και ισχύει 1( )f x x   , δηλαδή      1( )x x     

 

Απόδεημε 

Πξάγκαηη, αλ 0x  είλαη έλα ζεκείν ηνπ R, ηόηε γηα 0xx   ηζρύεη: 

1

00

21

0

1

00

21

0

0

0

0

0 ))(()()( 
















 ννν

ννννν

xxxx
xx

xxxxxx

xx

xx

xx

xfxf



,       νπόηε: 
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1

0

1

0

1

0

1

0

1

00

21

0
0

0

0

)(lim
)()(

lim 






 ννννννν

xxxx
xνxxxxxxx

xx

xfxf
 ,    δειαδή 1)(  νν xνx .  

12 . Έστω  ( )f x x . Δείξετε ότι για κάθε (0, )x   ισχύει 
1

( )
2

f x
x

    , δηλαδή 

1
( )

2
x

x
       

 
Απόδεημε 

 

Πξάγκαηη, αλ 0x  είλαη έλα ζεκείν ηνπ ),0(  , ηόηε γηα 0xx   ηζρύεη: 

  
    000

0

00

00

0

0

0

0 1

)()(

)()(

xxxxxx

xx

xxxx

xxxx

xx

xx

xx

xfxf






















, 

Οπόηε             
00

0
0

0

0 2

11
lim

)()(
lim

xxxxx

xfxf

xxxx










,           δειαδή  

x
x

2

1



. 

xxx
h

xfhxf

h
ζπλ1ζπλ0εκ

)()(
lim

0





.            Γειαδή,  xx ζπλ)εκ(  .       

 

13.  Αν οι συναρτήσεις ,f g  είναι παραγωγίσιμες στο 
0x , τότε η συνάρτηση f g  

είναι παραγωγίσιμη στο 0x  και ισχύει:             0 0 0( ) ( ) ( ) ( )f g x f x g x      

Απόδεημε 

 

Γηα 0xx  ,ηζρύεη:    
0

0

0

0

0

00

0

0 )()()()()()()()())(())((

xx

xgxg

xx

xfxf

xx

xgxfxgxf

xx

xgfxgf



















. 

Δπεηδή νη ζπλαξηήζεηο gf ,  είλαη παξαγσγίζηκεο ζην 0x , έρνπκε: 

),()(
)()(

lim
)()(

lim
))(())((

lim 00

0

0

0
0

0

0
0

0

0

xgxf
xx

xgxg

xx

xfxf

xx

xgfxgf

xxxxxx

















 

Γειαδή :                     )()()()( 000 xgxfxgf  .      

 

14.  Έστω η συνάρτηση ( )f x x , * . Η συνάρτηση  f   είναι παραγωγίσιμη 

στοR *  και ισχύει 1( )f x x   , δηλαδή          1( )x x     

Απόδεημε 

 

Πξάγκαηη, γηα θάζε 
*x R  έρνπκε:   1

2

1

2)(

)(1)1(1
)( 


 

















 ν

ν

ν

ν

νν

ν

ν xν
x

xν

x

xx

x
x .      

Δίδακε, όκσο, πην πξηλ όηη 1)(  νν xνx , γηα θάζε θπζηθό 1ν . Δπνκέλσο, αλ {0, 1}N   , ηόηε    :     

1
)(

 κκ
κxx . 

 

15. Έστω η συνάρτήση ( ) εθf x x . Η συνάρτηση  f   είναι παραγωγίσιμη στο f  και 

ισχύει { / ζπλ 0}fD R x x     
2

1
( )

ζπλ
f x

x
  , δηλαδή    :    

2

1
(εθ )

ζπλ
x

x
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Απόδεημε 

x

xxxx

x

xxxx

x

x
x

22 ζπλ

εκεκζπλζπλ

ζπλ

)ζπλ(εκζπλ)εκ(

ζπλ

εκ
)εθ(



















xx

xx
22

22

ζπλ

1

ζπλ

εκζπλ



 .   

    

16. Η συνάρτηση ( )f x x ,  R Q  είναι παραγωγίσιμη στο (0, )  και  

     σχύει  1( )f x x   , 

                                        δηλαδή       1( )x x         

 

Απόδεημε 

 

Πξάγκαηη, αλ xαα exy ln  θαη ζέζνπκε xαu ln , ηόηε  έρνπκε uey  . Δπνκέλσο,  

1ln 1
)(  ααxαuu xα

x

α
x

x
αeueey . 

 
 

17.  Η συνάρτηση ( ) xf x   , 0   είναι παραγωγίσιμη στο R  και ισχύει 

                                                        ( ) lnxf x    ,  

       δηλαδή :          ( ) lnx x     

 

Απόδεημε 

 

Πξάγκαηη, αλ αxx eαy ln  θαη ζέζνπκε αxu ln , ηόηε έρνπκε uey  . Δπνκέλσο, 

αααeueey xαxuu lnln)( ln  . 

 

18. Η συνάρτηση ( ) ln | |f x x , *x R  είναι παρ/μη στο *R  και ισχύει 

                                                             
1

(ln | |)x
x

   

 
Απόδεημε 

Πξάγκαηη   :   
.
  αλ  0x ,  ηόηε 

x
xx

1
)(ln)||(ln  ,    ελώ  αλ  0x ,  ηόηε : 

)ln(||ln xx  , νπόηε, αλ ζέζνπκε  )ln( xy   θαη xu  , έρνπκε uy ln . Δπνκέλσο,       

xx
u

u
uy

1
)1(

1
 

1
)(ln 


       θαη άξα     

x
x

1
)||(ln  . 

 

19.        Να δηαηππώζεηε  ην Θεώξεκα Rolle 
 

Αλ κηα ζπλάξηεζε  f  είλαη ζπλερήο ζην θιεηζηό δηάζηεκα ],[ βα  , παξαγσγίζηκε ζην αλνηθηό ),( βα  θαη 

)()( βfαf    ηόηε ππάξρεη έλα, ηνπιάρηζηνλ, ),( βαξ   ηέηνην, ώζηε:   0)(  ξf
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20.        Να εξκελεύζεηε γεσκεηξηθά ην Θεώξεκα Rolle 

 

Τν Θ.R. γεσκεηξηθά,  ζεκαίλεη όηη ππάξρεη έλα, ηνπιάρηζηνλ, ),( βαξ   ηέηνην 

, ώζηε ε εθαπηνκέλε ηεο fC  ζην ))(,( ξfξM  λα είλαη παξάιιειε ζηνλ άμνλα  

ησλ x.  

 

21.        Να δηαηππώζεηε  ην Θεώξεκα Μέζεο Σηκήο Γηαθνξηθνύ Λνγηζκνύ (Θ.Μ.Σ.) 

 

Αλ κηα ζπλάξηεζε  f  είλαη:  ζπλερήο ζην θιεηζηό δηάζηεκα ],[ βα  θαη παξαγσγίζηκε ζην αλνηθηό δηάζηεκα 

),( βα   ηόηε ππάξρεη έλα, ηνπιάρηζηνλ, ),( βαξ  ηέηνην, ώζηε: 
αβ

αfβf
ξf






)()(
)(

 

 

22.  Να εξκελεύζεηε γεσκεηξηθά ην Θεώξεκα  

                                Μέζεο Σηκήο 

 

Γεσκεηξηθά, ην ΘΜΤ ζεκαίλεη όηη ππάξρεη έλα, ηνπιάρηζηνλ, ),( βαξ  

ηέηνην, ώζηε ε εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  f  ζην ζεκείν  

))(,( ξfξM  λα είλαη παξάιιειε ηεο επζείαο ΑΒ.  

 

 

23. Έστω μια συνάρτηση f  ορισμένη σε ένα διάστημα  . Αν η  f   είναι συνεχής 

στο   και  ( ) 0f x   για κάθε εσωτερικό  σημείο x  του  , τότε η f   είναι σταθερή 

σε όλο το  διάστημα  . 
 

Απόδεημε 
 

Αξθεί λα απνδείμνπκε όηη γηα νπνηαδήπνηε Δxx 21 ,  ηζρύεη )()( 21 xfxf  . Πξάγκαηη 

  Αλ 21 xx  , ηόηε πξνθαλώο )()( 21 xfxf  . 

 Αλ 21 xx  , ηόηε ζην δηάζηεκα ],[ 21 xx  ε  f  ηθαλνπνηεί ηηο ππνζέζεηο ηνπ ζεσξήκαηνο κέζεο ηηκήο. 

Δπνκέλσο, ππάξρεη ),( 21 xxξ  ηέηνην, ώζηε    

12

12 )()(
)(

xx

xfxf
ξf




    (1)     Δπεηδή ην ξ είλαη εζσηεξηθό ζεκείν ηνπ Γ, ηζρύεη 0)(  ξf , νπόηε , ιόγσ ηεο 

(1), είλαη )()( 21 xfxf  . Αλ 12 xx  , ηόηε νκνίσο απνδεηθλύεηαη όηη )()( 21 xfxf  . Σε όιεο, ινηπόλ,  ηηο 

πεξηπηώζεηο είλαη )()( 21 xfxf  .   

  
 

24. Έστω δυο συναρτήσεις ,f g  ορισμένες σε ένα διάστημα  . Αν οι ,f g  είναι 

συνεχείς στο   και  ( ) ( )f x g x   για κάθε  εσωτερικό  σημείο x  του  , τότε υπάρχει 

σταθερά c  τέτοια, ώστε για κάθε x  να ισχύει:          ( ) ( )f x g x c    

 

Απόδεημε 

 

 Β(β,f (β)) 

 β  ξ΄  ξ  a  x 

 y 

 Ο 

 M(μ,f (μ)) 

 A(α,f (α)) 

 

  y 

 O  x  β  ξ΄  ξ  α 

 Μ(μ,f (μ)) 

 Β(β,f (β)) 
 Α(α,f (α)) 
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Η ζπλάξηεζε gf   είλαη ζπλερήο ζην Γ θαη γηα θάζε εζσηεξηθό 

 ζεκείν Δx  ηζρύεη 

                                  
0)()()()(  xgxfxgf . 

Δπνκέλσο, ζύκθσλα κε ην πξνεγνύκελν ζεώξεκα, ε 

 ζπλάξηεζε gf   είλαη ζηαζεξή ζην Γ. Άξα, ππάξρεη 

 ζηαζεξά C ηέηνηα, ώζηε γηα θάζε Δx  λα ηζρύεη cxgxf  )()( ,  

νπόηε       cxgxf  )()( .      

 

 

25.        ζεκαληηθή  πξόηαζε      

        (δελ ζέιεη απόδεημε – σο εθαξκνγή ζρνιηθνύ)    

    Αλ γηα κηα ζπλάξηεζε   f  ηζρύεη όηη     f x f x    

     γηα θάζε   x R ,   

                                  ηόηε  ( )  xf x ce  γηα θάζε x R . 

 

 

26.  Έστω μια συνάρτηση f   η οποία είναι  συνεχής  σε ένα διάστημα  . 

 Αν ( ) 0f x   σε κάθε  εσωτερικό  σημείο x  του  , τότε η f   είναι γν. αύξουσα  

   σε όλο το  . 

  Αν ( ) 0f x   σε κάθε  εσωτερικό  σημείο x   του , τότε η  f   είναι γν. φθίνουσα  

   σε  όλο το  . 
 

Απόδεημε 

 Απνδεηθλύνπκε ην ζεώξεκα ζηελ πεξίπησζε πνπ είλαη 0)(  xf . 

Έζησ Δxx 21 ,  κε 21 xx  . Θα δείμνπκε όηη )()( 21 xfxf  . Πξάγκαηη, ζην δηάζηεκα ],[ 21 xx  ε  f  ηθαλνπνηεί 

ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ Θ.Μ.Τ. Δπνκέλσο, ππάξρεη ),( 21 xxξ  ηέηνην, ώζηε 
12

12 )()(
)(

xx

xfxf
ξf




 , νπόηε 

έρνπκε           ))(()()( 1212 xxξfxfxf   

Δπεηδή 0)(  ξf  θαη 012  xx , έρνπκε 0)()( 12  xfxf , νπόηε )()( 21 xfxf  . 

 Σηελ πεξίπησζε πνπ είλαη 0)(  xf  εξγαδόκαζηε αλαιόγσο.   

Τν αληίζηξνθν ηνπ παξαπάλσ ζεσξήκαηνο δελ ηζρύεη. Γειαδή, αλ ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα (αληηζηνίρσο 

γλεζίσο θζίλνπζα) ζην Γ, ε παξάγσγόο ηεο δελ είλαη ππνρξεσηηθά ζεηηθή (αληηζηνίρσο αξλεηηθή) ζην 

εζσηεξηθό ηνπ Γ. 

 

27.  Ση νλνκάδνπκε ηνπηθό κέγηζην θαη ηη ηνπηθό ειάρηζην ηεο f   ; 

 

 Μηα ζπλάξηεζε  f,  κε πεδίν νξηζκνύ Α, ζα ιέκε όηη παξνπζηάδεη ζην Ax 0  ηνπηθό κέγηζην, όηαλ 

ππάξρεη 0δ , ηέηνην ώζηε :  )()( 0xfxf    γηα θάζε  ),( 00 δxδxAx  . 

Τν 0x  ιέγεηαη ζέζε ή ζεκείν ηνπηθνύ κεγίζηνπ, ελώ ην )( 0xf  ηνπηθό κέγηζην ηεο  f. 

 Μία ζπλάξηεζε  f,  κε πεδίν νξηζκνύ Α, ζα ιέκε όηη παξνπζηάδεη ζην Ax 0  ηνπηθό ειάρηζην, όηαλ 

ππάξρεη 0δ , ηέηνην ώζηε  : )()( 0xfxf  ,  γηα θάζε  ),( 00 δxδxAx  . 

Τν 0x  ιέγεηαη ζέζε ή ζεκείν ηνπηθνύ ειαρίζηνπ, ελώ ην )( 0xf  ηνπηθό ειάρηζην ηεο  f. 

  y 

 O  x 

 y=g(x)+c 

 y=g(x) 

 

       ( ) 0 ( )f x f x c  
            ( ) ( )f x g x f x g x c  
        ( ) ( ) xf x f x f x ce  
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 Αλ κηα ζπλάξηεζε  f  παξνπζηάδεη κέγηζην, ηόηε απηό ζα είλαη ην κεγαιύηεξν από ηα ηνπηθά κέγηζηα, ελώ αλ 

παξνπζηάδεη, ειάρηζην, ηόηε απηό ζα είλαη ην κηθξόηεξν από ηα ηνπηθά ειάρηζηα.  

 

 Τν κεγαιύηεξν όκσο από ηα ηνπηθά κέγηζηα κίαο ζπλάξηεζεο δελ είλαη πάληνηε κέγηζην απηήο. Δπίζεο ην 

κηθξόηεξν από ηα ηνπηθά ειάρηζηα κίαο ζπλάξηεζεο δελ είλαη πάληνηε  ειάρηζην ηεο ζπλάξηεζεο. 

 

Αλ κηα ζπλάξηεζε είλαη ζπλερήο θαη έρεη έλα ηνπηθό αθξόηαην ,ηόηε ζα είλαη θαη νιηθό. 

 

28.        Να δηαηππώζεηε  ην Θεώξεκα Fermat 

 

Έζησ κηα ζπλάξηεζε  f  νξηζκέλε ζ’ έλα δηάζηεκα Γ θαη 0x  έλα  εζσηεξηθό  ζεκείν ηνπ Γ. Αλ ε  f  

παξνπζηάδεη ηνπηθό αθξόηαην ζην 0x  θαη είλαη παξαγσγίζηκε ζην ζεκείν απηό, ηόηε:       0)( 0  xf
 

 

29.   Πνηεο είλαη νη  πηζαλέο  ζέζεηο ησλ   ηνπηθώλ  αθξνηάησλ  κηαο ζπλάξηεζεο  f ; 
 

 Τα εζσηεξηθά ζεκεία ηνπ Γ ζηα νπνία ε παξάγσγνο ηεο  f  κεδελίδεηαη. 

 Τα εζσηεξηθά ζεκεία ηνπ Γ ζηα νπνία ε  f  δελ παξαγσγίδεηαη. 

 Τα άθξα ηνπ Γ (αλ αλήθνπλ ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο). 

Τα  εζσηεξηθά  ζεκεία ηνπ Γ ζηα νπνία ε  f  δελ παξαγσγίδεηαη ή ε παξάγσγόο ηεο είλαη ίζε κε ην κεδέλ, 

ιέγνληαη θξίζηκα ζεκεία ηεο  f  ζην δηάζηεκα Γ. 

 
 

30.  Ση γλσξίδεηε γηα ηελ παξάγσγν ζπλάξηεζεο ζην ζεκείν πνπ  

       παξνπζηάδεη αθξόηαην ; 

 

Έζησ κηα ζπλάξηεζε  f  νξηζκέλε ζ’ έλα δηάζηεκα Γ θαη 0x    εζσηεξηθό  ζεκείν ηνπ Γ. Αλ ε  f  παξνπζηάδεη 

ηνπηθό αθξόηαην ζην 0x  θαη είλαη παξαγσγίζηκε ζ΄ απηό, ηόηε: 0)( 0  xf
 

 

31.        Πσο ζρεηίδεηαη ην πξόζεκν ηεο f΄ κε ηα ηνπηθά αθξόηαηα; 
 
 

Έζησ κηα ζπλάξηεζε  f  παξαγσγίζηκε ζ’ έλα δηάζηεκα ),( βα , κε εμαίξεζε ίζσο έλα ζεκείν ηνπ 0x , ζην 

νπνίν όκσο ε  f  είλαη ζπλερήο. 

Αλ 0)(  xf  ζην ),( 0xα  θαη 0)(  xf  ζην ),( 0 βx , ηόηε ην )( 0xf  είλαη ηνπ. κέγηζην ηεο  f. 

Αλ 0)(  xf  ζην ),( 0xα  θαη 0)(  xf  ζην ),( 0 βx , ηόηε ην )( 0xf  είλαη ηνπ. ειάρηζην ηεο  f.   

Aλ ε )(xf   δηαηεξεί πξόζεκν ζην ),(),( 00 βxxα  , ηόηε ην )( 0xf  δελ είλαη ηνπηθό αθξόηαην θαη ε  f  είλαη 

γλεζίσο κνλόηνλε ζην ),( βα . 

 
 

 32.   Έστω μια συνάρτηση f   ορισμένη σ’ ένα διάστημα   και 0x    εσωτερικό  

σημείο του  . Αν η  f   παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο 0x   και είναι 

παραγωγίσιμη σ΄ αυτό, τότε: 0( ) 0f x   

 

Απόδεημε 
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Αο ππνζέζνπκε όηη ε  f  παξνπζηάδεη ζην 0x  ηνπηθό κέγηζην. Δπεηδή ην 0x  είλαη εζσηεξηθό ζεκείν ηνπ Γ θαη ε  

f  παξνπζηάδεη ζ’ απηό ηνπηθό κέγηζην, ππάξρεη 0δ  ηέηνην, ώζηε  Δδxδx  ),( 00         θαη        

)()( 0xfxf  , γηα θάζε ),( 00 δxδxx  .     (1) 

Δπεηδή, επηπιένλ, ε  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0x , ηζρύεη 

0

0

00

0

0

0

)()(
lim

)()(
lim)(

xx

xfxf

xx

xfxf
xf

xxxx 











.          Δπνκέλσο, 

— αλ ),( 00 xδxx  , ηόηε, ιόγσ ηεο (1), ζα είλαη  0
)()(

0

0 




xx

xfxf
, νπόηε ζα έρνπκε 

  0
)()(

lim)(
0

0

0

0 





 xx

xfxf
xf

xx

           (2) 

— αλ ),( 00 δxxx  , ηόηε, ιόγσ ηεο (1), ζα είλαη  0
)()(

0

0 




xx

xfxf
, νπόηε ζα έρνπκε 

0
)()(

lim)(
0

0

0

0 





 xx

xfxf
xf

xx

. (3)                  Έηζη , από ηηο (2) θαη (3) έρνπκε 0)( 0  xf . 

Η απόδεημε γηα ηνπηθό ειάρηζην είλαη αλάινγε.       

 

33.   Πώο βξίζθνπκε ηα νιηθά αθξόηαηα ζε κηα ζπλερή ζπλάξηεζε f ζε έλα  
        θιεηζηό δηάζηεκα  
 

Γηα ηελ εύξεζε ηνπ κέγηζηνπ θαη ειάρηζηνπ ηεο ζπλάξηεζεο f ζε έλα θιεηζηό δηάζηεκα εξγαδόκαζηε σο εμήο: 

  Βξίζθνπκε ηα θξίζηκα ζεκεία ηεο  f. 

  Τπνινγίδνπκε ηηο ηηκέο ηεο  f  ζηα ζεκεία απηά θαη ζηα άθξα ησλ δηαζηεκάησλ. 

  Από απηέο ηηο ηηκέο ε κεγαιύηεξε είλαη ην κέγηζην θαη ε κηθξόηεξε ην ειάρηζην ηεο  f. 

 

34. Η συνάρτηση Έστω μια συνάρτηση f παραγωγίσιμη σ’ ένα διάστημα ( , )  , με 

εξαίρεση ίσως ένα σημείο του 0x , στο οποίο όμως η f είναι συνεχής. 

i) Αν ( ) 0f x   στο 0( , )x  και ( ) 0f x   στο 0( , )x  , τότε το 0( )f x  είναι τοπικό μέγιστο της f. 

ii) Aν η ( )f x  διατηρεί πρόσημο στο 0 0( , ) ( , )x x   , τότε το 0( )f x  δεν είναι τοπικό 

ακρότατο και η f είναι γνησίως μονότονη στο ( , )  .  

Απόδεημε 
 

i) Δπεηδή ( ) 0 f x  γηα θάζε 
0(α, )x x  θαη ε f είλαη ζπλερήο ζην 

0x , ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην 
0(α, ]x . 

Έηζη έρνπκε 
0( ) ( )f x f x , γηα θάζε 

0(α, ]x x . (1) Δπεηδή ( ) 0 f x  γηα θάζε 
0( ,β)x x  θαη ε f είλαη 

ζπλερήο ζην 
0x , ε f είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην 

0[ ,β)x . Έηζη έρνπκε: 
0( ) ( )f x f x , γηα θάζε 

0[ ,β)x x . (2) 

 
 y

 O

 f (x0)

 f ΄<0
 f ΄>0

 β a  x0  x
                           

  y 

 O 

 f ΄<0 
 f ΄>0 

 β  a  x0  x 

 f (x0) 

 
Δπνκέλσο, ιόγσ ησλ (1) θαη (2), ηζρύεη: 

0( ) ( )f x f x , γηα θάζε (α,β)x , πνπ ζεκαίλεη όηη ην 
0( )f x  είλαη 

κέγηζην ηεο f ζην (α,β)  θαη άξα ηνπηθό κέγηζην απηήο. 
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ii) Έζησ όηη ( ) 0 f x , γηα θάζε 
0 0(α, ) ( ,β) x x x . 

 y

 O

 f ΄>0

 f ΄>0

 β a  x0  x
                            

  y 

 O 

 f ΄>0 

 f ΄>0 

 β  a  x0  x 
 

Δπεηδή ε f είλαη ζπλερήο ζην 
0x  ζα είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζε θάζε έλα από ηα δηαζηήκαηα 

0(α, ]x  θαη
0[ ,β)x . 

Δπνκέλσο, γηα 
1 0 2 x x x  ηζρύεη 

1 0 2( ) ( ) ( ) f x f x f x . Άξα ην 
0( )f x  δελ είλαη ηνπηθό αθξόηαην ηεο f. Θα 

δείμνπκε, ηώξα, όηη ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην (α,β) . Πξάγκαηη, έζησ 
1 2, (α,β)x x  κε 

1 2x x . 

— Αλ 
1 2 0, (α, ]x x x , επεηδή ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην 

0(α, ]x , ζα ηζρύεη 
1 2( ) ( )f x f x . 

— Αλ 
1 2 0, [ ,β)x x x , επεηδή ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην 

0[ ,β)x , ζα ηζρύεη 
1 2( ) ( )f x f x . 

— Τέινο, αλ 
1 0 2 x x x , ηόηε όπσο είδακε 

1 0 2( ) ( ) ( ) f x f x f x .  

Δπνκέλσο, ζε όιεο ηηο πεξηπηώζεηο ηζρύεη 
1 2( ) ( )f x f x , νπόηε ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην (α,β) . 

Οκνίσο, αλ ( ) 0 f x  γηα θάζε 
0 0(α, ) ( ,β) x x x . 

 

35.        Πόηε κηα ζπλάξηεζε νλνκάδεηαη θπξηή ή θνίιε ; 

 

Έζησ κία ζπλάξηεζε  f  ζπλερήο  ζ’ έλα δηάζηεκα Γ θαη παξαγσγίζηκε  ζην  εζσηεξηθό  ηνπ Γ. Θα ιέκε όηη: 

 Η ζπλάξηεζε  f  ζηξέθεη ηα θνίια πξνο ηα άλσ ή είλαη θπξηή ζην Γ, αλ ε f   είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην  

εζσηεξηθό  ηνπ Γ. 

 Η ζπλάξηεζε  f  ζηξέθεη ηα θνίια πξνο ηα θάησ ή είλαη θνίιε ζην Γ, αλ ε f   είλαη γλεζίσο θζίλνπζα 

ζην  εζσηεξηθό  ηνπ Γ. 

 

36.   Πσο ζρεηίδεηαη ην πξόζεκν ηεο  δεύηεξεο  παξαγώγνπ κε ηελ θπξηόηεηα ; 
 
΄Δζησ κηα ζπλάξηεζε  f  ζπλερήο  ζ’ έλα δηάζηεκα Γ θαη δπν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην  εζσηεξηθό  ηνπ Γ. 

 Αλ  0)(  xf  γηα θάζε  εζσηεξηθό  ζεκείν x ηνπ Γ, ηόηε ε  f  είλαη θπξηή ζην Γ. 

 Αλ 0)(  xf  γηα θάζε  εζσηεξηθό ζεκείν x ηνπ Γ, ηόηε ε  f  είλαη θνίιε ζην Γ. 

 

37.       Ση νλνκάδνπκε ζεκείν θακπήο ηεο γξαθ. Παξάζηαζεο  κηαο ζπλάξηεζεο ; 

 

Έζησ κηα ζπλάξηεζε  f  παξαγσγίζηκε ζ’ έλα δηάζηεκα ),( βα , κε εμαίξεζε ίζσο έλα ζεκείν ηνπ  0x . Αλ  ε  

f είλαη θπξηή ζην ),( 0xα  θαη θνίιε ζην ),( 0 βx , ή αληηζηξόθσο, θαη ε fC  έρεη εθαπηνκέλε ζην ζεκείν 

))(,( 00 xfxA , ηόηε ην ζεκείν ))(,( 00 xfxA  νλνκάδεηαη ζεκείν θακπήο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  f. 

 

38.        Πσο ζρεηίδεηαη ε f΄΄ κε ην ζεκείν θακπήο ; 

 Αλ ην ))(,( 00 xfxA  είλαη ζεκείν θακπήο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  f  θαη ε  f  είλαη δπν  

    θνξέο παξαγσγίζηκε, ηόηε 0)( 0  xf . 

 Έζησ κηα ζπλάξηεζε  f  oξηζκέλε ζ’ έλα δηάζηεκα ),( βα  θαη ),(0 βαx  . Αλ ε f    αιιάδεη πξόζεκν 

εθαηέξσζελ ηνπ 0x  θαη νξίδεηαη εθαπηνκέλε ηεο fC  ζην ))(,( 00 xfxA , 

  ηόηε ην ))(,( 00 xfxA  είλαη ζεκείν θακπήο. 
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Η ζπλζήθε  0
0 f x  δελ καο εμαζθαιίδεη θαη΄αλάγθε ,όηη ην ζεκείν   0 0

,A x f x ,είλαη Σ.Κ. 

Θα πξέπεη ε f    λα αιιάδεη πξόζεκν εθαηέξσζελ ηνπ 0x  . 

 

39.        Πνηεο είλαη νη πηζαλέο ζέζεηο ζεκείσλ θακπήο ; 

 

Οη  π ι θ α ν έ ς  θ έ σ ε ι ς  σ η μ ε ί ω ν  κ α μ π ή ς  κηαο ζπλάξηεζεο  f  ζ’ έλα δηάζηεκα Γ είλαη:  

  i) Τα εζσηεξηθά ζεκεία ηνπ Γ ζηα νπνία ε f  κεδελίδεηαη . 

 ii)Τα εζσηεξηθά ζεκεία ηνπ Γ ζηα νπνία δελ ππάξρεη ε  f 
 

 

40.        Ση νλνκάδνπκε θαηαθόξπθε αζύκπησηε ηεο γ.π. ηεο  f ; 

 

Αλ έλα ηνπιάρηζηνλ από ηα όξηα )(lim
0

xf
xx 

, )(lim
0

xf
xx 

 είλαη   ή  , ηόηε ε επζεία 0xx   ιέγεηαη 

θαηαθόξπθε αζύκπησηε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  f. 

 

41.        Ση νλνκάδνπκε νξηδόληηα αζύκπησηε ηεο γ.π. ηεο  f ; 

 

Αλ 


)(lim xf
x

 (αληηζηνίρσο ))(lim 


xf
x

, ηόηε ε επζεία y  ιέγεηαη νξηδόληηα αζύκπησηε ηεο 

γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  f  ζην   (αληηζηνίρσο ζην  ). 

 

42.        Ση νλνκάδνπκε  αζύκπησηε  (πιάγηα)  ηεο γ.π. ηεο  f ; 

 

Η επζεία βxλy   ιέγεηαη αζύκπησηε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  f  ζην  ,  

αλ 0)]()([lim 


βxλxf
x

   θαη ζην   αλ 0)]()([lim 


βxλxf
x

. 

 

Η ζπλζήθε  0
0 f x  δελ καο εμαζθαιίδεη θαη΄αλάγθε ,όηη ην ζεκείν   0 0

,A x f x ,είλαη Σ.Κ. 

Θα πξέπεη ε f    λα αιιάδεη πξόζεκν εθαηέξσζελ ηνπ 0x  . 

 

 

43.    Να γξάςεηε ηνπο ηύπνπο ,κε ηνπο νπνίνπο  βξίζθνπκε ηηο αζύκπησηεο ηεο  
        κνξθήο    y x  

    
 Η επζεία βxλy   είλαη αζύκπησηε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  f  ζην  , αληηζηνίρσο ζην  , αλ  

   θαη  κόλν αλ 

x

f (x)
lim R

x
    θαη  

x
lim[f (x) x] R


  , 

αληηζηνίρσο : 

x

f (x)
lim R

x
    θαη  

x
lim[f (x) x] R


   . 
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ΗΜΑΝΣΙΚΕ  ΕΠΙΗΜΑΝΕΙ ΣΗΝ ΕΤΡΕΗ ΑΤΜΠΣΩΣΩΝ 
 
1. Απνδεηθλύεηαη όηη: 

     —  Οη πνιπσλπκηθέο ζπλαξηήζεηο βαζκνύ κεγαιύηεξνπ ή ίζνπ ηνπ 2 δελ έρνπλ αζύκπησηεο. 

    — Οη ξεηέο ζπλαξηήζεηο 
)(

)(

xQ

xP
, κε βαζκό ηνπ αξηζκεηή )(xP  κεγαιύηεξν ηνπιάρηζηνλ θαηά δύν ηνπ 

βαζκνύ ηνπ παξνλνκαζηή, δελ έρνπλ πιάγηεο αζύκπησηεο. 

 

2. Σύκθσλα κε ηνπο παξαπάλσ νξηζκνύο, αζύκπησηεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο κηαο ζπλάξηεζεο  f  

αλαδεηνύκε: 

     — Σηα άθξα ησλ δηαζηεκάησλ ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο ζηα νπνία ε  f  δελ νξίδεηαη. 

    — Σηα ζεκεία ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο, ζηα νπνία ε  f  δελ είλαη ζπλερήο. 

    — Σην  ,  , εθόζνλ ε ζπλάξηεζε είλαη νξηζκέλε ζε δηάζηεκα ηεο κνξθήο ),( α , αληηζηνίρσο 

),( α  

 

44.        Πνηνη είλαη νη θαλόλεο De l΄ Hospital ; 

 

1oο Καλόλαο 

Αλ 0)(lim
0




xf
xx

, 0)(lim
0




xg
xx

, 0 R { , }x      θαη ππάξρεη ην 
)(

)(
lim

0 xg

xf

xx 




 (πεπεξαζκέλν ή άπεηξν), 

ηόηε:     

                                                   
)(

)(
lim

)(

)(
lim

00 xg

xf

xg

xf

xxxx 





. 

 

2oο Καλόλαο 

Αλ 


)(lim
0

xf
xx

, 


)(lim
0

xg
xx

,  
0 R { , }x     θαη ππάξρεη ην 

)(

)(
lim

0 xg

xf

xx 




 (πεπεξαζκέλν ή 

άπεηξν), ηόηε:                                           
)(

)(
lim

)(

)(
lim

00 xg

xf

xg

xf

xxxx 





. 

 

45.        εκαληηθέο αληζνεμηζώζεηο ζηηο παξαγώγνπο ( ηα Β-Γ-Γ-Δζέινπλ απόδεημε) 

 
  Α.  γηα θάζε x 0     1 lnx x    θαη  1 1   lnx x x  

 

  Β.    γηα θάζε x R     1 xe x    θαη  1 0   xe x x  

 

  Γ.    γηα θάζε x R      1    x xe x x e x    

 

 Γ.    γηα θάζε x 0        xe x ημx   

 

 Δ.    γηα θάζε x 0      1     x xe x x lnx e lnx    

 
 
 
 

Β. ζέηω ζην Α όπνπ x  ην  e νπόηε     
x x x xlne e 1 x e 1 e x 1       

  

Γ. είλαη ζπλέπεηα ηνπ Β 

 

Γ. είλαη ζπλέπεηα ηνπ Β θαη ην  

x x  πξνθύπηεη από ηελ γλωζηή  

αληζόηεηα x x  ηνπ ζρνι. γηα  

x 0 / 

Δ. είλαη ζπλέπεηα ηνπ Β 
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Β                                              ΕΡΩΣΗΕΙ   -Λ   ΠΑΡΑΓΩΓΩΝ 

 

ΟΡΙΜΟΙ  ΠΑΡΑΓΩΓΩΝ – ΠΑΡΑΓΩΓΟ ΤΝΑΡΣΗΗ 

 

1.   Μηα ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηµε ζε έλα ζεµείν x0 ηνπ πεδίνπ νξηζµνύ ηεο, όηαλ ππάξρεη  

ην όξην 
   

0

0

0
x x

f x f x
lim

x x




 θαη είλαη πξαγκαηηθόο αξηζκόο .  

 

2.   Μηα ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηµε ζε έλα ζεµείν x0 ηνπ πεδίνπ νξηζµνύ ηεο, όηαλ 

ππάξρνπλ ηα όξηα 
   

0

0

0
x x

f x f x
lim

x x




 , 

   
0

0

0
x x

f x f x
lim

x x




θαη είλαη πξαγκαηηθνί  αξηζκνί. .  

 

3.  Αλ f , g : ∆ → R, ∆ δηάζηεµα θαη x0∈ ∆ ώζηε νη ζπλαξηήζεηο f, g λα µελ είλαη παξαγσγίζηµεο 

ζην x0 ,ηόηε ε f + g δελ είλαη παξαγσγίζηµε ζην x0  

 

4.   Αλ µηα ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηµε ζε έλα ζεµείν x0 ηνπ πεδίνπ νξηζµνύ ηεο, ηόηε είλαη 

ζπλερήο ζην ζεµείν απηό. 

 

5. Αλ µηα ζπλάξηεζε f δελ είλαη ζπλερήο ζε έλα ζεµείν x0  ηνπ πεδίνπ νξηζµνύ ηεο,  

ηόηε δελ είλαη παξαγσγίζηµε ζην ζεµείν απηό. 

 

6. Αλ µηα ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηµε ζε έλα ζεµείν x0 ηνπ πεδίνπ νξηζµνύ ηεο, ηόηε ε f΄ είλαη 

πάληα ζπλερήο ζην ζεµείν απηό. 
 

7.  Κάζε ζπλάξηεζε f πνπ είλαη ζπλερήο ζε έλα ζεµείν x0 ηνπ πεδίνπ νξηζµνύ ηεο, είλαη θαη  

παξαγσγίζηµε ζην ζεµείν απηό. 

 

8. Αλ µηα ζπλάξηεζε f δελ είλαη παξαγσγίζηµε ζε έλα ζεµείν x0 ηνπ πεδίνπ νξηζµνύ ηεο, ηόηε ε f 

πάληνηε δελ είλαη ζπλερήο ζην ζεµείν απηό. 
 

9. Αλ µηα ζπλάξηεζε f είλαη δύν θνξέο παξαγσγίζηµε ζε έλα ζεµείν x0 ηνπ πεδίνπ νξηζµνύ ηεο, 

ηόηε ε f΄ είλαη ζπλερήο ζην ζεµείν απηό. 

 

10. Αλ ε f: R→R είλαη άξηηα θαη παξαγσγίζηµε ηόηε ε f΄ είλαη πεξηηηή. 

 

11. Αλ ε f: R→R είλαη πεξηηηή θαη παξαγσγίζηµε ηόηε ε f΄ είλαη άξηηα. 
 

12. Η ζπλάξηεζε f (x) = αx, α > 0, είλαη παξαγσγίζηκε ζην R θαη ηζρύεη (αx)΄ = xαx-1. 

 

Οη εξσηήζεηο κε θόθθηλε αξίζκηζε ζέινπλ 

πεξηζζόηεξε πξνζνρή γηαηί δελ είλαη άκεζεο 

ζπλέπεηεο ηνπ ζρνιηθνύ  βηβιίνπ 
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13. Σε θάζε ρξνληθή ζηηγκή ν ξπζκόο κεηαβνιήο ηεο ηαρύηεηαο ελόο θηλεηνύ είλαη ε επηηάρπλζε 

απηνύ. 

 ΔΦΑΠΣΟΜΔΝΗ – ΡΤΘΜΟ  ΜΔΣΑΒΟΛΗ 

 

1. Αλ µηα ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο ζην x0 , ηόηε νξίδεηαη πάληα ε εθαπηνµέλε ηεο Cf  ζην 

ζεµείν ηεο  Μ(x0, f(x0)). 

 

2. Αλ f ′ (x0 ) = 0 , ηόηε ε εθαπηόµελε ηεο f ζην x0 είλαη παξάιιειε ζηνλ  x΄x. 

 

3. Αλ ε f δέρεηαη ζην x0 εθαπηόµελε ηόηε ε f είλαη παξαγσγίζηµε ζην x0. 

 

4. Αλ µηα ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηµε ζην R θαη ηζρύεη f΄(x0)=0, ηόηε ε εμίζσζε ηεο 

νξηδόληηαο εθαπηνµέλεο ηεο Cf ζην (x0, f(x0)) είλαη ε y=0 

 

5. H εθαπηνµέλε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f ζην ζεµείν ηεο A(x0, f(x0)), δελ έρεη άιιν θνηλό 

ζεµείν µε ηελ Cf. 

 

 

Θ. ROLLE 

 

1. Αλ  ε  ζπλάξηεζε  f  είλαη  παξαγσγίζηµε ζην  R  θαη  δελ  είλαη  αληηζηξέςηµε, ηόηε  ππάξρεη  

θιεηζηό δηάζηεµα [α, β], ζην νπνίν ε f ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ ζεσξήµαηνο Rolle. 

 

2. Αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηµε ζην δηάζηεµα [α, β] θαη   0f x  γηα θάζε x α,β     

ηόηε ε ζπλάξηεζε f είλαη 1-1 ζην [α, β]. 

 
3. Αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο ζην δηάζηεµα [α ,β] µε f(α) = f(β) , ηόηε ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ έλα 

x0∈ (α, β) έηζη ώζηε f΄(x0) = 0 ή ε f δελ παξαγσγίδεηαη ζην (α, β). 

 

4. Αλ  ε  ζπλάξηεζε  f  είλαη  παξαγσγίζηµε ζην  δηάζηεµα  [α,  β]  µε  f(α)  =  f(β)  ,  ηόηε  

ππάξρεη  έλα ηνπιάρηζηνλ x0 ∈ (α ,β) έηζη ώζηε ε εθαπηνµέλε ηεο Cf ζην ζεµείν A(x0, f(x0)) λα 

είλαη παξάιιειε ζηνλ άμνλα xx΄. 

 

5. Έζησ ε ζπλάξηεζε   f: [α ,β] → [α ,β] πνπ ηθαλνπνηεί ηηο ππνζέζεηο ηνπ ζεσξήµαηνο ηνπ 

Rolle ζην δηάζηεµα [α, β] , ηόηε θαη ε ζπλάξηεζε g(x) = (fof)(x) ηθαλνπνηεί ηηο ππνζέζεηο ηνπ 

ζεσξήµαηνο ηνπ Rolle ζην δηάζηεµα [α, β]. 

 

6. ∆ελ µπνξεί ηαπηόρξνλα ζην ίδην δηάζηεµα Α = [α, β] λα ηζρύνπλ ην Θεώξεµα ηνπ Rolle θαη ην 

ζεώξεµα ηνπ Bolzano γηα µηα ζπλάξηεζε f. 

 
7. Αλ ε ζπλάξηεζε f µε πεδίν νξηζµνύ ην [α, β] είλαη παξαγσγίζηµε   θαη   0f x  γηα θάζε 

 x α,β , ηόηε ε εμίζσζε f(x) = 0 έρεη ην πνιύ µηα ξίδα ζην [α, β]. 
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8. Αλ f παξαγσγίζηµε ζην (α, β) θαη ζπλερήο ζην [α, β] µε   0f x  γηα θάζε  x α,β  ηόηε  

f(α) ≠ f(β). 

 

9. Αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηµε θαη δελ είλαη 1 – 1 ζην δηάζηεµα [α, β] ηόηε δελ  

ππάξρεη εθαπηνµέλε ηεο Cf  παξάιιειε ζηνλ άμνλα xx΄. 

 

Θ.Μ.Σ. - ΤΝΔΠΔΙΔ 

 

1. Τν Θεώξεµα Μέζεο Τηµήο εθαξµόδεηαη γηα ηελ f ζην δηάζηεµα [α, β] µόλν όηαλ ε f΄ είλαη 

γλεζίσο µνλόηνλε ζην [α, β] 
 

2. Αλ ε f΄ είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην [α, β]  ηόηε  
   

 
f α f β  

f   β      f α
α β


   


 

3. Αλ γηα θάπνην μ∈ (α, β) είλαη f΄(μ) > 0 ηόηε 
   

0
f α f β  

α β





 

 

4. Τν Θ.Μ.Τ. απαηηεί από ηελ ζπλάξηεζε πεξηζζόηεξεο ζπλζήθεο από ην Θεώξεκα  Rolle. 
 

5. Αλ f παξαγσγίζηµε ζην (α, β) θαη ζπλερήο ζην [α, β] µε f(α) ≠ f(β) ,ηόηε   0f ξ  γηα θάζε  ξ α,β  

 

6. Αλ γηα µηα ζπλάξηεζε f µε πεδίν νξηζµνύ ην δηάζηεµα [α, β] δελ ηζρύνπλ νη ππνζέζεηο ηνπ 

ζεσξήµαηνο ηεο  µέζεο  ηηµήο  ηνπ  δηαθνξηθνύ  ινγηζµνύ,  ηόηε  δελ  ππάξρεη  ζεµείν   

μ∈ (α, β) ηέηνην ώζηε  
   f α f β  

f ξ
α β


 


 

 

7. Η f είλαη ζπλερήο ζην R. Αλ δελ ππάξρεη εθαπηνµέλε παξάιιειε ζηελ ΑΒ όπνπ A(α, f(α)) θαη 

Β(β, f(β)) ηόηε ε f δελ είλαη παξαγσγίζηµε ζε θάπνην μ∈ R. 

 

8. Αλ ε f είλαη παξαγσγίζηµε ζην R θαη f(α) > f(β) γηα θάπνηα α, β∈ R  µε α < β, ηόηε ππάξρεη 

εθαπηνµέλε ηεο Cf πνπ ζρεµαηίδεη αµβιεία γσλία µε ηνλ άμνλα x'x. 

 

9. Αλ µηα ζπλάξηεζε f µε πεδίν νξηζµνύ ην δηάζηεµα [α, β] είλαη παξαγσγίζηµε ζην [α, β], ηόηε 

ππάξρεη εθαπηνµέλε ηεο Cf παξάιιειε ζηελ επζεία πνπ δηέξρεηαη από ηα ζεµεία A(α, f(α)) θαη  

Β(β, f(β)). 

 

10. Αλ f, g παξαγσγίζηµεο ζην (α, β) µε f΄(x) = g΄(x) γηα θάζε x∈ (α, β) ηόηε ηζρύεη f(x) = g(x), γηα 

θάζε  x∈ (α, β). 

 

11. Αλ f(x) = g(x) γηα θάζε x∈ (α, β) θαη f παξαγσγίζηµε ζην (α, β) ηόηε ε g είλαη παξαγσγίζηµε ζην 

(α, β)  θαη ηζρύεη f΄(x) = g΄(x), γηα θάζε x∈ (α, β). 
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12. Αλ f, g νξηζµέλεο θαη ζπλερείο ζε έλα δηάζηεµα ∆ θαη f΄(x) = g΄(x), γηα θάζε εζσηεξηθό ζεµείν x 

ηνπ ∆, ηόηε ηζρύεη f(x) = g(x) + c, γηα θάζε x ∈ ∆ , όπνπ c ∈ R µηα ζηαζεξά 

 

13. Αλ f, g νξηζµέλεο θαη ζπλερείο ζε έλα δηάζηεµα ∆ θαη f΄(x) = g΄(x), γηα θάζε εζσηεξηθό ζεµείν  

x ηνπ ∆, ηόηε νη ζπλαξηήζεηο f, g είλαη πάληνηε ζηαζεξέο ζπλαξηήζεηο ζην ∆. 

 

14. Αλ µηα ζπλάξηεζε f είλαη νξηζµέλε θαη ζπλερήο ζε έλα δηάζηεµα ∆ θαη f ′ (x) = 0 γηα θάζε 

εζσηεξηθό ζεµείν x ηνπ ∆, ηόηε ε f είλαη ζηαζεξή ζε όιν ην ∆. 
 

15. Αλ ε f είλαη νξηζµέλε ζην R θαη f΄(x) = 0 γηα θάζε    0 0x , ,    , ηόηε ε f είλαη ζηαζεξή 

ζην R. 

 

16. Αλ ε f είλαη παξαγσγίζηµε ζην R µε f΄(x) = 0 γηα θάζε x∈ R, ηόηε ε f είλαη ζηαζεξή ζην R. 

 

17. Αλ νη f, g είλαη παξαγσγίζηµεο ζην R µε f΄(x) - g΄(x) =0 γηα θάζε x∈ R θαη νη Cf ,Cg ηέµλνληαη 

ζε έλα ηνπιάρηζηνλ ζεµείν, ηόηε νη ζπλαξηήζεηο f θαη g είλαη ίζεο. 

 

18. Αλ νη ζπλαξηήζεηο f, g είλαη παξαγσγίζηµεο ζην δηάζηεµα [α, β] µε f(α) = g(α) θαη f(β) = g(β), 

ηόηε ππάξρεη x0∈ (α, β) ώζηε ζηα ζεµεία A(x0, f(x0)) θαη B(x0, g(x0)) νη εθαπηόµελεο είλαη 

παξάιιειεο. 

 

 ΜΟΝΟΣΟΝΙΑ - ΑΚΡΟΣΑΣΑ 

 

1.Αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο ζε έλα δηάζηεµα ∆ θαη παξαγσγίζηµε ζε θάζε εζσηεξηθό ζεµείν 

ηνπ ∆ θαη ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην ∆ ηόηε ηζρύεη f΄(x) > 0 γηα θάζε εζσηεξηθό ζεµείν x ηνπ ∆. 

 

2. Αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο ζε έλα δηάζηεµα ∆ θαη ηζρύεη f΄(x) > 0 γηα θάζε εζσηεξηθό 

ζεµείν x ηνπ ∆ ηόηε ε f είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην ∆. 

 

3. Αλ µηα ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηµε ζην δηάζηεµα (α, β) µε εμαίξεζε ίζσο έλα ζεµείν ηνπ 

x0 ζην νπνίν όµσο είλαη ζπλερήο θαη f΄(x) > 0 ζην (α, x0) θαη f΄(x) < 0 ζην (x0, β) ηόηε ην f(x0) 

είλαη ηνπηθό ειάρηζην ηεο f. 

 

4. Αλ µηα ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηµε ζην δηάζηεµα (α, β) µε εμαίξεζε ίζσο έλα 

 ζεµείν ηνπ x0 ζην νπνίν όµσο είλαη ζπλερήο θαη f΄(x) > 0 ζην (α, x0) θαη f΄(x) < 0 ζην (x0, β)  

ηόηε ην f(x0) είλαη ηνπηθό µέγηζην ηεο f. 

 

5. Έζησ µία ζπλάξηεζε f παξαγσγίζηµε ζ’ έλα δηάζηεµα (α, β), µε εμαίξεζε ίζσο έλα ζεµείν ηνπ 

x0, ζην νπνίν όµσο ε f είλαη ζπλερήο. Αλ ε f΄(x) δηαηεξεί πξόζεµν ζην (α, x0) ∪ (x0, β), ηόηε ην 

f(x0) δελ είλαη ηνπηθό αθξόηαην θαη ε f είλαη γλεζίσο µνλόηνλε ζην (α, β). 

 

6. Αλ ε f είλαη παξαγσγίζηµε ζην (α, x0) ∪ (x0, β), ζπλερήο ζην ζεµείν x0  θαη  

παξνπζηάδεη ηνπηθό αθξόηαην ζην x0, ηόηε ε f΄ αιιάδεη πξόζεµν εθαηέξσζελ ηνπ x0. 
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7. Αλ µηα ζπλάξηεζε f είλαη νξηζµέλε ζε έλα δηάζηεµα ∆ θαη ζην εζσηεξηθό ζεµείν x0  ηνπ  

∆ είλαη παξαγσγίζηµε µε f ′ (x0 ) = 0 , ηόηε ε f παξνπζηάδεη ππνρξεσηηθά ηνπηθό αθξόηαην ζην x0. 

 

8. Αλ µηα ζπλάξηεζε f είλαη νξηζµέλε θαη παξαγσγίζηµε ζε έλα δηάζηεµα [α, β] θαη ζεµείν  

x0∈ [α, β] ζην νπνίν ε f παξνπζηάδεη ηνπηθό µέγηζην ηόηε πάληα ηζρύεη f ′ (x0 ) = 0 . 

 

9. Αλ µηα ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηµε ζην δηάζηεµα [α, β] θαη παξνπζηάδεη ηνπηθό αθξόηαην  

ζην άθξν α, ηόηε δε ζπλεπάγεηαη πάληα όηη f΄(α) = 0. 

 

10. Αλ µηα ζπλάξηεζε f παξνπζηάδεη ηνπηθό αθξόηαην ζην x0∈ (α, β), ηόηε ηζρύεη πάληα όηη 

 f΄(x0) = 0. 

 

11. Αλ µηα ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο ζην δηάζηεµα [α, β], παξαγσγίζηµε ζην (α, β) θαη   0f x   

γηα θάζε x∈ (α, β), ηόηε ε f έρεη νιηθά αθξόηαηα ηα f(α) θαη f(β). 

 

12. Μηα ζπλάξηεζε f  νξηζµέλε ζε  έλα  δηάζηεµα ∆,  µπνξεί λα  παξνπζηάδεη ηνπηθό  αθξόηαην 

θαη  ζε εζσηεξηθό ζεµείν x0 ηνπ ∆, ζην νπνίν ε f δελ είλαη παξαγσγίζηµε 

 
13. Έλα ηνπηθό ειάρηζην µηαο ζπλάξηεζεο f είλαη πάληα µηθξόηεξν από έλα ηνπηθό µέγηζην 
 
14. Αλ µηα ζπλάξηεζε f παξνπζηάδεη µέγηζην, ηόηε απηό ζα είλαη ην µεγαιύηεξν από ηα ηνπηθά 

µέγηζηα. 
 
 
15. Τν µηθξόηεξν από ηα ηνπηθά ειάρηζηα µηαο ζπλάξηεζεο δελ είλαη πάληνηε ειάρηζην ηεο 

ζπλάξηεζεο. 

 

16. Τν µεγαιύηεξν από ηα ηνπηθά µέγηζηα µηαο ζπλάξηεζεο είλαη πάληνηε µέγηζην ηεο ζπλάξηεζεο. 
 

17. Τα εζσηεξηθά ζεµεία ηνπ ∆, ζηα νπνία ε f΄ είλαη δηαθνξεηηθή από ην µεδέλ, δελ είλαη ζέζεηο 

ηνπηθώλ αθξνηάησλ. 

 

18. Αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηµε ζην (α, β) θαη ην x0 είλαη θξίζηµν ζεµείν ηεο f, ηόηε 

 ην x0 είλαη πάληνηε ζέζε ηνπηθνύ αθξόηαηνπ ηεο f. 

 

19. Αλ ε ζπλάξηεζε f έρεη ζπλερή πξώηε παξάγσγν θαη ηζρύεη   0f x   γηα θάζε x∈ (α, β), ηόηε 

ε f δελ έρεη αθξόηαηα ζην (α, β). 

 

20. Αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηµε ζην δηάζηεµα [α, β] θαη ηζρύεη   0f x   γηα θάζε  

x∈ (α, β), ηόηε ηα αθξόηαηα ηεο f είλαη ηα f(α) θαη f(β). 

 

21. Αλ ε ζπλάξηεζε f δελ είλαη ζπλερήο ζην ζεµείν x0∈ (α, β) θαη ε f΄ αιιάδεη πξόζεµν 

εθαηέξσζελ ηνπ x0 ηόηε απηό είλαη πάληνηε ζέζε ηνπηθνύ αθξνηάηνπ. 
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ΚΤΡΣΟΣΗΣΑ – ΗΜΔΙΑ ΚΑΜΠΗ 
 

1. Αλ µηα ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηµε ζην δηάζηεµα (α, β) µε εμαίξεζε ίζσο έλα ζεµείν ηνπ 

x0 θαη ε f είλαη θπξηή ζην (α, x0) θαη θνίιε ζην (x0, β) ή αληηζηξόθσο ηόηε ην ζεµείν Μ(x0, f(x0)) 

είλαη ππνρξεσηηθά ζεµείν θαµπήο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f. 

 

2. Αλ µηα ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηµε ζην δηάζηεµα (α, β) µε εμαίξεζε ίζσο έλα ζεµείν ηνπ 

x0 ζην νπνίν όµσο είλαη ζπλερήο θαη έρεη εθαπηνµέλε θαη ε f είλαη θπξηή ζην (α, x0) θαη θνίιε ζην 

(x0, β) ή αληηζηξόθσο ηόηε ην ζεµείν Μ(x0, f(x0)) είλαη ζεµείν θαµπήο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο 

ηεο f . 

 
3. Αλ µηα ζπλάξηεζε f είλαη θνίιε ζε έλα δηάζηεµα ∆, ηόηε ε εθαπηνµέλε ηεο γξαθηθήο 

παξάζηαζεο ηεο f ζε θάζε ζεµείν ηνπ ∆ βξίζθεηαη θάησ από ηελ γξαθηθή ηεο παξάζηαζε, 

µε εμαίξεζε ην ζεµείν επαθήο ηνπο. 

 

4. Αλ µηα ζπλάξηεζε f είλαη θπξηή ζε έλα δηάζηεµα ∆, ηόηε ε εθαπηνµέλε ηεο γξαθηθήο 

παξάζηαζεο ηεο f ζε θάζε ζεµείν ηνπ ∆ βξίζθεηαη θάησ από ηελ γξαθηθή ηεο παξάζηαζε, µε 

εμαίξεζε ην ζεµείν επαθήο ηνπο. 

 
5. Αλ µηα ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο ζε έλα δηάζηεµα ∆ θαη δύν θνξέο παξαγσγίζηµε ζην 
εζσηεξηθό ηνπ ∆ µε f΄΄(x) > 0 γηα θάζε εζσηεξηθό ζεµείν x ηνπ ∆ ηόηε ε f είλαη θνίιε ζην ∆. 
 

6. Αλ µηα ζπλάξηεζε f είλαη δύν θνξέο παξαγσγίζηµε ζην R θαη ζηξέθεη ηα θνίια πξνο ηα άλσ, 
ηόηε θαη’ αλάγθε ζα ηζρύεη f΄΄(x) > 0 γηα θάζε πξαγµαηηθό αξηζµό  x. 

 

7. Αλ µηα ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο ζε έλα δηάζηεµα ∆ θαη δύν θνξέο παξαγσγίζηµε ζην 
εζσηεξηθό ηνπ∆  µε f΄΄(x) > 0 γηα θάζε εζσηεξηθό ζεµείν x ηνπ ∆ ηόηε ε f είλαη θπξηή ζην ∆. 

 

8. Αλ ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f είλαη θπξηή ζην (α, x0] θαη θνίιε ζην [x0, β) ηόηε παξνπζηάδεη 

ζεµείν θαµπήο ζην x0. 

 

9. Αλ ε f είλαη δύν θνξέο παξαγσγίζηµε ζην R ηόηε δελ µπνξεί λα παξνπζηάδεη ηνπηθό 

αθξόηαην θαη ζεµείν θαµπήο ζην ίδην x0. 

 

10. Αλ ε f είλαη πνιπσλπµηθή θαη παξνπζηάδεη δύν ζεµεία θαµπήο ηόηε είλαη ηνπιάρηζηνλ 4νπ 

βαζµνύ. 

 

11. Σην ζεµείν θαµπήο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο µηαο παξαγσγίζηµεο ζπλάξηεζεο f ε 

εθαπηνµέλε είλαη παξάιιειε ζηνλ άμνλα x΄x. 

 

12. Αλ ε f είλαη νξηζµέλε θαη θπξηή ζην R ηόηε θάζε επζεία (ε) ηέµλεη ηε γξαθηθή ηεο παξάζηαζε ζε 
δύν ην πνιύ ζεµεία. 

 

εθηόο  ύιεο  
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13. Αλ ε f είλαη νξηζµέλε θαη ζηξέθεη ηα θνίια άλσ ζην R µε     
x x
lim f x lim f x
 

    ηόηε ε 

f  µπνξεί λα παξνπζηάδεη ειάρηζηε ηηµή. 

 

14. Αλ ε f είλαη θνίιε θαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην R ηόηε  
x
lim f x


  .  

 
15. Αλ ε f είλαη δύν θνξέο παξαγσγίζηµε θαη ζηξέθεη ηα θνίια θάησ ζην R ηόηε f΄΄(x)<0 γηα θάζε 

 x ∈ R 

 

16. Αλ ε f είλαη δύν θνξέο παξαγσγίζηµε ζην R ηόηε νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ f, f΄ δελ 

µπνξνύλ λα έρνπλ ζεµείν θαµπήο µε ηελ ίδηα ηεηµεµέλε. 

 

17. Αλ ε f είλαη θπξηή ζην δηάζηεκα Γ ,ηόηε   0f x   γ η α  θ ά ζ ε  Γx .  

 

Α ΤΜΠΣΩΣΔ 

 

1. Κάζε πιάγηα ή νξηδόληηα αζύµπησηε ηεο f δελ έρεη ζεµεία ηνµήο µε ηελ f. 

 

2. Η ύπαξμε νξηδόληηαο αζύµπησηεο απνθιείεη ηελ ύπαξμε πιάγηαο. 

 

3. Η ύπαξμε θαηαθόξπθεο αζύµπησηεο απνθιείεη ηελ ύπαξμε νξηδόληηαο. 
 
 

4. Κάζε ζπλάξηεζε µπνξεί λα έρεη ην πνιύ µία πιάγηα αζύµπησηε. 

 

5. Κάζε ζπλάξηεζε µπνξεί λα έρεη ην πνιύ µία θαηαθόξπθε αζύµπησηε. 

 

6. Κάζε ζπλάξηεζε µπνξεί λα έρεη ην πνιύ µία νξηδόληηα αζύµπησηε 

 

7. Υπάξρεη ζπλάξηεζε πνπ έρεη θαη ηα ηξία είδε αζύµπησησλ 

 

8. Μηα πνιπσλπµηθή ζπλάξηεζε βαζµνύ ηνπιάρηζηνλ δύν δελ έρεη αζύµπησηεο 

 

9. Κάζε ξεηή ζπλάξηεζε µε βαζµό αξηζµεηή θαηά δύν µεγαιύηεξν από ηνλ βαζµό 

παξνλνµαζηή δελ έρεη πιάγηα αζύµπησηε. 

 

10. Κάζε ξεηή ζπλάξηεζε µε βαζµό αξηζµεηή ίζν µε ηνλ βαζµό ηνπ παξνλνµαζηή έρεη αζύµπησηε. 

 

11. Κάζε  ξεηή  µε  βαζµό  αξηζµεηή  θαηά  έλα  µεγαιύηεξν  από  ηνλ  βαζµό  παξνλνµαζηή έρεη  

πιάγηα αζύµπησηε θαη ζην +∞ θαη ζην -∞. 

 

12. Κάζε  ξεηή  ζπλάξηεζε  µε  παξνλνµαζηή  δεπηέξνπ  βαζµνύ  πνπ  έρεη  ζεηηθή  

δηαθξίλνπζα  έρεη θαηαθόξπθε αζύµπησηε. 

 

13. Υπάξρεη ξεηή ζπλάξηεζε πνπ έρεη µόλν µία θαηαθόξπθε θαη µόλν µία πιάγηα αζύµπησηε 

ζηα εξωηήκαηα κε ηηο 

αζύκπηωηεο ζεωξνύκε όηη 

ην ΠΟ πεξηέρεη δηαζηήκαηα 

ηεο κνξθήο 

 

  ,  ή  ,  αλ 

αλαθεξόκαζηε ζε ΟΑ ή ΠΑ 

 

 

   0 0, x x ,   ή  ,  αλ  

αλαθεξόκαζηε ζε ΚΑ 
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ΤΝΓΙΑΣΙΚΔ 
 

1. Αλ ε παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε f είλαη 1 1 ,ηόηε θαη ε f   είλαη 1 1  
 

2. Αλ ε f είλαη ζπλερήο ζην x0, ηόηε κπνξεί ε επζεία x=x0 λα είλαη θαηαθόξπθε αζύκπησηε ηεο Cf. 

 

3. Αλ ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην  , ηόηε ηζρύεη  
2

f f(x) f (x)


        

 

4. Έζησ f (x) = (x – 2017)2 .Τόηε ε f έρεη ζεκείν θακπήο ζην    xo = 2017 

 

5. Μηα πνιπσλπκηθή ζπλάξηεζε 4νπ βαζκνύ έρεη ηνπιάρηζηνλ έλα ζεκείν θακπήο. 

 

6. Τν ζεκείν Α(x0, f(x0)) είλαη ζεκείν θακπήο κηαο ζπλάξηεζεο  f, όηαλ ε f ΄΄ αιιάδεη πξόζεκν 

εθαηέξσζελ ηνπ x0. 

 

7. Η ζπλάξηεζε f(x)= x  είλαη παξαγσγίζηκε ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο κε f ΄(x)=
1

2 x
. 

8. Η ζπλάξηεζε f(x)=
1

x
 είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο. 

 

9. Γίλεηαη κηα ζπλερήο ζπλάξηεζε f  κε  f ΄(x)>0 γηα 2<x<7. Αλ f(3)=5, ηόηε κπνξεί λα ηζρύεη f(5)=4.  

 

10. Aλ ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην xν ηόηε ηζρύεη o o o o

h 0 h 0

f(x h) f(x ) f(x h) f(x )
lim lim

h h 

   
   

 

11. Αλ ηζρύεη 
o

o

x x
o

f(x) f(x )
lim

x x


 


 , ηόηε ε f δελ είλαη παξαγσγίζηκε ζην 

0
x . 

 

12. Έζησ f παξαγσγίζηκε ζην [α, β] κε f(β) < f(α), ηόηε ππάξρεη  xo (α, β) ηέηνην ώζηε f΄(xo) < 0 . 

 

13. Αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην   θαη xo   ηόηε γηα θάζε x  ππάξρεη 

ηνπιάρηζηνλ έλα μ   ηέηνην ώζηε             f(x) – f(xo) = f΄(μ) (x – xo). 

 

14. Αλ ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην xν = 2017 ηόηε ηζρύεη    f 2017 f 2017


      

 

15. Αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο ζην [α, β], παξαγσγίζηκε ζην (α, β) κε f(α) = f(β) θαη f΄΄(x) > 0 

γηα θάζε x[α, β] ηόηε ε εμίζσζε f(x) = 0 έρεη ηνπιάρηζηνλ κία ξίδα ζην (α, β). 

 

16. Έζησ νη παξαγσγίζηκεο ζπλαξηήζεηο f, g ζην [α, β] γηα ηηο νπνίεο ηζρύεη f(α)=g(α) θαη  

f(β) = g(β), ηόηε ππάξρεη xν (α, β) ώζηε νη εθαπηόκελεο  ζηα ζεκεία ηνπο  o o
A x ,f(x ) θαη 

 o o
B x ,g(x ) αληίζηνηρα ,λα είλαη παξάιιειεο. 
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Βα                                         ΑΠΑΝΣΗΕΙ  ΕΡΩΣΗΕΩΝ    -  Λ 
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αθξόηαηα 

 
Λ 

 
Λ 
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ζ. θαµπήο 

 
Λ 

 
 

 
Λ 

 
 

 
Λ 
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                       ΜΔΘΟΓΟΛΟΓΙΑ     …ζηα  γξήγνξα 
             …θαη  ΛΤΜΔΝΔ ΑΚΗΔΙ  …γηα εκπέδσζε ηεο 
                   

 

 

Α                                      ΜΕΘΟΔΟΙ  -  ΤΜΒΟΤΛΕ   ΠΑΡΑΓΩΓΩΝ 

 

1.     Όιεο νη ζπλαξηήζεηο είλαη παξαγσγίζηκεο, εθηόο – ίζσο – από απηέο πνπ έρνπλ ζηνλ ηύπν 

ηνπο θιάδνπο ,ξίδεο ή απόιπηεο ηηκέο. Σε απηέο ειέγρνπκε κε ηνλ νξηζκό. 

 

 

2.    Οη παξαγσγίζηκεο είλαη θαη ζπλερείο, ην αληίζηξνθν δελ ηζρύεη απαξαίηεηα.Γειαδή  

        αλ      
0 0

0  

 
x x x x

lim f x lim f x f x , ε f  δελ είλαη απαξαίηεηα παξαγσγίζηκε ζην 
0

x  

 

3.       Όηαλ γλσξίδνπκε όηη ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην 
0

x , ηόηε πξνθύπηνπλ 2 όξηα ! 

 0
f x L   

0
ox x

lim (f x) (f x )


   θαη
o

o

x x
o

(f x) f(x )
 lim L

x x





 

 

4.    Γηα λα παξαγσγίδεηαη κηα ζπλάξηεζε πξέπεη λα είλαη ζπλερήο.Αλ όκσο είλαη  

          ζπλερήο ,απηό δελ καο εμαζθαιίδεη όηη  είλαη θαη παξαγσγίζηκε ! 

        Μία ζπλάξηεζε πνπ είλαη παξαγσγίζηκε ζα είλαη θαη ζπλερήο. Μία ζπλάξηεζε πνπ  

        δελ είλαη ζπλερήο ζην 0x ,ηόηε δελ είλαη  παξαγσγίζηκε ζην 0x .    

 

5.     Όηαλ έρνπκε, δνζκέλε ζπλαξηεζηαθή ζρέζε πρ    3f x f x ημx   

        αλ έρνπκε γλσζηό όηη ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην 
0

x ,ηόηε ε εύξεζε ηνπ 
0

f(x )   

          γίλεηαη κε ηνλ νξηζκό ,θάλνληαο πξάμεηο ζηελ δνζκέλε ζρέζε. 

        αλ έρνπκε γλσζηό όηη ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην R ηόηε παξαγσγίδνπκε ηελ  

         δνζκέλε ζρέζε. 

 

6.   Σε πνιιέο αζθήζεηο εκθαλίδεηαη ε παξάζηαζε 
0x

(f x)
lim

x
. Πηζαλά λα είλαη ε f '(0) ! 

       Διέγρνπκε κήπσο δίλεηαη όηη  0 0f ,νπόηε 
 

 
0 0

0
0

0 


 

x x

(f x) f(f x)
lim lim f

x x
 

 

7.    Αλ πξόθεηηαη λα βξείηε παξάγσγν άξξεηεο παξάζηαζεο κε πεδίν νξηζκνύ ην R, ν  

θιαζκαηηθόο εθζέηεο πηζαλόλ λα ζαο δεκηνπξγήζεη πξόβιεκα: Πξνηηκήζηε λα θάλεηε ηε 

ζπλάξηεζε δίθιαδε θαη λα πάξεηε ηελ παξάγσγν ηνπ θάζε θιάδνπ ρσξηζηά . 

πρ:   
 

2

32
23 2 3 3

2

3

x       , x 0
f x x x x

x  , x 0




    
  

  θαη λα ζπκόκαζηε    2f x f x  

2 
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8.  Η εθαπηνκέλε κηαο θακπύιεο f ππάξρεη αλ ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην ρν. Σπλεζίζηε λα 

γξάθεηε ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ζηε κνξθή: 

           0 0 0
  y f x f x x x  . Πνιιέο αζθήζεηο ιύλνληαη δεηώληαο ηελ ηαύηηζε ηεο 

      εθ/λεο κε δεδνκέλε επζεία. Μελ μερλάηε όηη ην ζύζηεκα κηαο θακπύιεο f κε ηελ εθ/λε  

     ηεο έρεη ηνπιάρηζηνλ κηα ιύζε 
0

x  πνπ είλαη ην ζεκείν επαθήο. 

 

9.      Αο δνύκε όκσο θη άιιεο ζπκβνπιέο ζηελ εθαπηόκελε ! 

         Γύν ζπλαξηήζεηο f θαη g έρνπλ θνηλή εθαπηνκέλε ζην xo αλ  

                                           f(xo)=g(xo)   θαη   f '(xo)=g'(xo). 

         Γύν ζπλαξηήζεηο εθάπηνληαη ζην xo, αλ έρνπλ θνηλή εθαπηνκέλε ζην xo. 

          Αλ ε επζεία ε: y=ιx+β είλαη εθαπηνκέλε ηεο f ζην ζεκείν Μ(xo,f(xo)), ηόηε  

            ι=f '(xo) θαη   f(xo)=ιxo+β, αθνύ ην Μ αλήθεη θαη ζηελ ζπλάξηεζε θαη ζηελ 

           εθαπηνκέλε. 

 

 10.     Ρπζκόο κεηαβνιήο  ηζρύεη όηη  , ν  0
 ΡΜ f x  

             Αλ ε άζθεζε ζηεξίδεηαη ζε ζέκαηα από ηε Φπζηθή ή Γεσκεηξία θιπ ,ηόηε 

              κεηαηξέπνπκε ηνλ ηύπν ζε ζπλάξηεζε ηνπ ρξόλνπ π.ρ. V=2πξπ ζε V(t)=2πξπ(t) 

           Αλ ε άζθεζε ζηεξίδεηαη ζε ζπλάξηεζε ηελ "θπηεύνπκε" ζε έλα ζύζηεκα  

            ζπληεηαγκέλσλ.   

           Όηη θηλείηαη ζηνλ άμνλα x′x ην νλνκάδνπκε x(t) θαη ζηνλ y′y ην νλνκάδνπκε y(t).  

             Η ηαρύηεηα ηνπο ( ή ν ξπζκόο κεηαβνιήο) ζα είλαη x'(t) θαη y'(t). 

           Ο ηύπνο ηεο ζπλάξηεζεο δεκηνπξγείηαη από απηό πνπ θηλείηαη θαη απηό πνπ  

              πθίζηαηαη ηηο ζπλέπεηεο θαη ηηο κεηαβνιέο. 

 

11.     πνλεξά ζεκεία απ΄ηα νπνία πξνθύπηεη ε εθαξκνγή ηνπ Θ. Rolle 

           

             καο ην δεηνύλ  

             ε εμίζσζε   0 f x λα έρεη κηα ηνπιάρηζηνλ ξίδα.         

              Δθαξκόδνπκε Θ. Rolle γηα ηελ f (πξνζνρή ! αλ δελ πξνθύςεη ιύζε ,εμεηάδνπκε  

             γηα Θ. Bolzano γηα f ) 

             ε εμίζσζε   0f x  λα έρεη κηα ηνπιάρηζηνλ ξίδα 

              εμεηάδνπκε αλ ιύλεηαη  κε Θ. Bolzano  ,αλ όρη       

                 0 0   f x ... g x ,νπόηε εθαξκόδνπκε Θ. Rolle γηα ηελ  g x  

             ππάξρεη 
0

x ώζηε  0
0 f x  

             ζέινπκε λα δείμνπκε όηη ππάξρεη εθαπηνκέλε παξάιιειε ζηνλ ρρ’. 

             Η ζπλζήθε      f f  ζεκαηνδνηεί ηελ εθαξκνγή ηνπ Θ. Rolle ζην  ,  . 

             ζηελ άζθεζε πξνθύπηεη όηη 1 2x ,x είλαη ξίδεο ηεο εμίζσζεο   0f x . 

             Τόηε έρνπκε    1 2
0 f x f x θαη εθαξκόδνπκε Θ. Rolle ζην  1 2x ,x . 
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12.    Δθηόο από ηηο δύν πξνθαλείο πεξηπηώζεηο, ην ζεώξεκα Rolle  

εθαξκόδεηαη θαη όηαλ: 

     Θέινπκε λα δείμνπκε όηη ππάξρεη ξίδα ζε κηα εμίζσζε. Βξίζθνπκε ηελ  

      αξρηθή ηεο εμίζσζεο θαη θάλνπκε Θ.R γηαπηήλ .  

     Αλ καο δεηνύλ λα δείμνπκε όηη κηα εμίζσζε έρεη «ην πνιύ θ ξίδεο».  

    Υπνζέηνπκε όηη ππάξρνπλ (θ+1) ξίδεο θαη θάλνπκε δηαδνρηθέο εθαξκνγέο   

    ηνπ ζεσξήκαηνο κέρξη λα θζάζνπκε ζε άηνπν. 

     Δπίζεο, εθθξάζεηο ηνπ ηύπνπ : Γείμηε όηη κεηαμύ δύν ξηδώλ κηαο ζπλάξηεζεο 

     ππάξρεη ξίδα ηεο παξαγώγνπ ηεο, παξαπέκπεη ζε εθαξκνγή ηνπ ζεσξήκαηνο Rolle. 

 

 

13.   Γηα ηελ εύξεζε ηύπνπ ζπλάξηεζεο πξνζπαζνύκε λα δεκηνπξγήζνπκε  

        ηζόηεηα πνπ έρεη κηα από ηηο παξαθάησ κνξθέο )ζπλέπεηεο ΘΜΤ) :    

             f (x) 0 f(x) c     
               f (x) g x f(x) g x c       

              x
f (x) f x f(x) ce     

 

 14       ζεκαληηθνί  ηύπνη ζηελ εύξεζε ηύπνπ ζπλάξηεζεο , 

            όηαλ δίλνληαη ΓΔ εμηζώζεηο ηεο κνξθήο   Π f,f ,f 0    

    αλ δίλεηαη     f x f x c πνι/δσ  κε 
xe  θαη έρσ      xe f x ...  

    αλ δίλεηαη     f x f x c πνι/δσ  κε 
xe  θαη έρσ       xe f x ...  

    αλ δίλεηαη       f x g x f x c πνι/δσ  κε 
 h x

e  ,όπνπ  h x αξρηθή ηεο g . 

     Γειαδή      h x g x  θαη έρσ 
      

 
h x

e f x ...  

    αλ δίλεηαη     f x f x πξνζζέησ ην  f x  θαη έρσ            f x f x f x f x , 

    ζηελ ζπλέρεηα δε πνι/δσ κε 
xe θαη πξνθύπηεη…       

 x xe f x e f x ….. 

    αλ δίλεηαη       
2

2 0   f x f x f x   πνι/δσ κε  f x  θαη πξνθύπηεη   

     …     2 0


  f x f x  

 

 

15    Τν ζεώξεκα Μέζεο Τηκήο (ΘΜΣ) κπνξεί λα εθαξκνζζεί ζε όιεο ηηο πεξηπηώζεηο πνπ 

έρνπκε ζπλάξηεζε ζπλερή θαη παξαγσγίζηκε θαη ζην δηάζηεκα πνπ εκείο επηιέγνπκε. 

         Αλ γηα κηα ζπλάξηεζε γλσξίδνπκε ηε κνλνηνλία ηεο παξαγώγνπ ηεο , ηόηε  

          ε εθαξκνγή ηνπ ΘΜΤ νδεγεί ζε δηπιή αλίζσζε. 

        Αλ καο δεηνύλ λα απνδείμνπκε όηη ππάξρνπλ  1 2
    . ,  ,ώζηε    1 2

0      f f  

         ηόηε πξέπεη λα ζπάζνπκε ην    ,  ζε θαηάιιεια ππνδηαζηήκαηα . 
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        Αλ ζε πξνεγνύκελν εξώηεκα έρνπκε δείμεη όηη ππάξρεη  0
  x , ώζηε…. 

       Τόηε ζπλήζσο ζπάδνπκε ην    ,  ζηα ππνδηαζηήκαηα 
0

  ,x  θαη 
0

  x , . 

      Σε πνιιέο πεξηπηώζεηο απόδεημεο αληζνηήησλ ηεο κνξθήο   0 f,f ,εξγαδόκαζηε 

      κε ΘΜΤ ζε δηαζηήκαηα ηεο κνξθήο 1 1       x ,x  , x,x  θιπ. 

       Σηελ πεξίπησζε απηή εθθξάδνπκε ηελ ζπλάξηεζε κε ηελ βνήζεηα άιιεο κεηαβιεηήο   

       π.ρ.    1 f t t lnt  

     Σε εμηζώζεηο πνπ έρνπλ κνξθή      x x x x
 ,όπνπ        ,ηόηε  

      ζεσξνύκε ηελ ζπλάξηεζε    xf t t θαη εθαξκόδνπκε ΘΜΤ ζηα      , , . 

     Σε πεξηπηώζεηο απιώλ αληζώζεσλ ε αθόκα θαη  ΄΄απόγλσζεο΄΄ πνπ έρνπκε  

      δνθηκάζεη δηάθνξα ,δελ καο θνζηίδεη ηίπνηα λα δνθηκάζνπκε θαη ΘΜΤ  ! 

 

 

16   Σηελ εύξεζε ηεο κνλνηνλίαο κηαο ζπλάξηεζεο, εθηόο ηεο θιαζζηθήο ζπληαγήο (Βξίζθνπκε 

ηελ f΄, θηηάρλνπκε πίλαθα κε ην πξόζεκν ηεο) κπνξεί λα πξνθύςνπλ θαη νη παξαθάησ 

«πεξίεξγεο» πεξηπηώζεηο : 

     

    κπνξεί ε f λα απνηειείηαη από δύν ζεηηθά ή δύν αξλεηηθά ηκήκαηα ,νπόηε εύθνια  

         πξνθύπηεη ην πξόζεκν ηεο .  πρ     
 


 
 


0

 

   f x A x B x  

        κπνξεί ε f λα απνηειείηαη από δύν ηκήκαηα ,όπνπ ην έλα έρεη ζηαζεξό πξόζεκν 

         θαη ην άιιν κεηαβιεηό πξόζεκν ,ηόηε ζεσξνύκε ζπλάξηεζε ην θνκκάηη ηεο  

        παξαγώγνπ πνπ δελ έρεη ζηαζεξό πξόζεκν θαη βξίζθνπκε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο. 

        Θα δνύκε είηε όηη ε ζπλάξηεζε έρεη κέγηζην θάπνην αξλεηηθό αξηζκό ή ειάρηζην  

        θάπνην ζεηηθό αξηζκό, νπόηε ζα  βξνύκε ην πξόζεκό ηεο. 

        πρ       
 

 


   


f x A x B x x   ,ζεσξνύκε     g x x  νπόηε βξίζθνπκε ην   

        πξόζεκν ηεο  g x κε : κνλνηνλία  g x  θαη  0
0g x  ή  κε ην ΣΤ ηεο  g x  

      

   Βξίζθνπκε ηελ παξάγσγν, ππάξρεη πξνθαλήο ξίδα ηεο, αιιά δελ κπνξνύκε  

        λα  ιύζνπκε ηελ αλίζσζε ή λα βξνύκε πξόζεκν. Τόηε ή ζα βξνύκε ηε 2
ε  

           
παξάγσγν ή  ζα ζεσξήζνπκε κηα λέα ζπλάξηεζε κε ηύπν ην ηκήκα ηεο f΄ γηα ην  

        νπνίν δελ γλσξίδνπκε ζίγνπξα ην πξόζεκν. Γηα ηελ θαηλνύξγηα ζπλάξηεζε,  

       πξέπεη λα βξνύκε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο 

     

    Βξίζθνπκε  ηελ παξάγσγν, αιιά δελ ππάξρεη νύηε ζηαζεξό πξόζεκν νύηε  

        ζεκείν  κεδεληζκνύ ηεο.Ολνκάδνπκε ζπλάξηεζε ην θνκκάηη ηεο παξαγώγνπ πνπ  

       δελ έρεη ζηαζεξό πξόζεκν θαη βξίζθνπκε ην ζύλνιν ηηκώλ απηήο. Θα δνύκε όηη ε  

       ζπλάξηεζε έρεη κέγηζην θάπνην αξλεηηθό αξηζκό ή ειάρηζην θάπνην ζεηηθό αξηζκό, 

       νπόηε ζα έρνπκε  βξεη ην πξόζεκό ηεο. 
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  17           Πσο βξίζθνπκε ην πξόζεκν κηαο ζπλάξηεζεο    g x    

 
Δίδακε παξαπάλσ όηη ε εύξεζε πξνζήκνπ παξάζηαζεο είλαη πνιύ ζεκαληηθή ζηελ  κειέηε 
κνλνηνλίαο ζπλάξηεζεο.Τό ίδην ζεκαληηθή είλαη επίζεο ζηελ απόδεημή αληζώζεσλ. 

Γύν ζεκαληηθά βήκαηα γηα λα βξνύκε ην πξόζεκν ηεο  g x είλαη λα γλσξίδνπκε ηελ κνλνηνλία  

θαη ηελ ξίδα ηεο 
0

x ,δειαδή  0
0g x .Έηζη ελδεηθηηθά έρνπκε 

 

x   +                            
0

x                           +   

  

 

 g x  

 

 

                               0                

                                                        

 
   αλάινγα βέβαηα κε ηελ κνλνηνλία ηεο g ,έρνπκε δηάθνξεο πεξηπηώζεηο πξνζήκσλ . 

   όπσο είδακε ζην 16 , ε εύξεζε ηνπ ΣΤ ηεο g  κπνξεί λα καο δώζεη ( όρη πάληα ! ) ην  

    πξόζεκό ηεο . 

     αλ πρ     0 g A , ,ηόηε   0g x . 

     αλ πρ     2  g A , ,ηόηε ε  g x δελ έρεη ζηαζεξό πξόζεκν . 

    όηαλ γλσξίδνπκε ην πξόζεκν ηεο g ,ηόηε κπνξνύκε λα ιύζνπκε αλίζσζε .Έηζη 

     αλ πρ  έρνπκε    0
0  g x  x R- x . 

     αλ πρ  έρνπκε   0
0 g x  x=x . 

 
 

18     θξίζηκεο αληζόηεηεο πνπ καο βνεζνύλ ζηελ εύξεζε ηνπ πξνζήκνπ ηεο  f x . 

      γηα θάζε x 0     είλαη  ημx x  

       γηα θάζε x 0     1 lnx x    θαη  1 1   lnx x x  

      γηα θάζε x 0        xe x ημx   

      γηα θάζε x 0       xe x lnx    

 
    
19       Δηδηθέο  ζπλζήθεο  (εξκελεία – αληίδξαζε) 

 

         Η ζπλζήθε   0
o

f ' x ζεκαίλεη:  

    Τν xν είλαη ξίδα ηεο παξαγώγνπ 
    Σην xν ε εθαπηνκέλε είλαη παξάιιειε ζηνλ x'x. 
    Σην xν έρνπκε πηζαλή ζέζε αθξνηάηνπ. 
 

      Η ζπλζήθε          f f f  καο θαζνδεγεί ζηελ εθαξκνγή  Θ. Rolle ζηα  

         δηαζηήκαηα          ,  , ,  κε ζπκπέξαζκα    1 2
0  f ξ f ξ .Σηελ ζπλέρεηα 

εθαξκόδνπκε πάιη Θ. Rolle ζην 
1 2

   , θαη παίξλνπκε ζπκπέξαζκα γηα ηελ f . 

 
 

 αλ      0 0
0



    
g

x x g x g x g x  

 αλ      0 0
0



    
g

x x g x g x g x  

Έηζη έρνπκε   0
0  g x   x x  

Γείηε ηηο 

αηηηνινγήζεηο ζηελ 

ζειίδα 45 
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20    δεηείηαη ε απόδεημε αληζόηεηαο            
 

0   


h x

A x B x A x B x       

        Γεληθά κεηαθέξνπκε όινπο ηνπο όξνπο ζην 10 κέινο θαη εξγαδόκαζηε κε : 

        κνλνηνλία  ή νιηθά αθξόηαηα ή ΘΜΣ ή Σ ή θπξηόηεηα θαη εθαπηόκελε 

 

 

21        ζεκαληηθέο επηδξάζεηο ηεο κνλνηνλίαο 

 

 
 

 

22      Γίλεηαη αληζνηζόηεηα         
 

 
    

h x
h x

A x B x A x B x h x h x

0

0
0     


 

                Άξα  0
h x  ειάρηζην…Θ. Fermat…  0

0 h x  

 

 23        αθξόηαην ζην 
0

x …  Θ. Fermat…  0
0 f x  

              ζεκείν θακπήο ζην 
0

x …   0
0 f x  

             Θ. Fermat + ΘΔΜΤ …  0
0 f x  

 Γεληθά ην ζεώξεκα Fermat, ην ρξεζηκνπνηνύκε όηαλ γλσξίδνπκε ηελ ύπαξμε 

αθξόηαηνπ κηαο ζπλάξηεζεο ζε εζσηεξηθό ζεκείν ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο. 

Τπελζπκίδνπκε όηη αλ κηα ζπλάξηεζε f είλαη νξηζκέλε ζε θιεηζηό δηάζηεκα, 

ηόηε παίξλεη κέγηζηε θαη ειάρηζηε ηηκή. Αλ γλσξίδνπκε όηη απηέο δελ εκθαλίδνληαη ζηα 

άθξα ηνπ δηαζηήκαηνο, ηόηε ε f ΄ κεδελίδεηαη ζε δύν εζσηεξηθά ζεκεία ηνπ πεδίνπ 

νξηζκνύ ηεο ζπλάξηεζεο. 
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24  Γηα λα δείμνπκε όηη ππάξρεη ζεκείν θακπήο κηαο ζπλάξηεζεο, ζα πξέπεη 

  λα απνδείμνπκε όηη ππάξρεη ζεκείν ζην νπνίν λα κεδελίδεηαη ή λα κελ 

    νξίδεηαη ε δεύηεξε παξάγσγνο , θαζώο θαη  

   όηη ε δεύηεξε παξάγσγνο αιιάδεη πξόζεκν γύξσ από εθείλν ην ζεκείν. 

     αλ αληίζεηα, ζέινπκε λα δείμνπκε όηη δελ ππάξρεη ζεκείν  

       θακπήο,κπνξνύκε  λα δείμνπκε θάηη από ηα παξαθάησ: 

   Αλ ε δεύηεξε παξάγσγνο νξίδεηαη παληνύ, αξθεί λα δείμνπκε όηη δελ 

κεδελίδεηαη.  

   Αλ κεδελίδεηαη, δείρλνπκε όηη δελ αιιάδεη πξόζεκν.  

   Αο ζπκεζνύκε όηη αλ ε 2
ε 

παξάγσγνο είλαη δεπηεξνβάζκην ηξηώλπκν , αξθεί ε δηαθξίλνπζά 

ηνπ λα είλαη αξλεηηθή. 

    Μπνξνύκε ππνζέηνληαο όηη ππάξρεη ζεκείν κεδεληζκνύ ηεο 2
εο 

παξαγώγνπ, λα 

θαηαιήμνπκε ζε άηνπν ρξεζηκνπνηώληαο θάπνηεο από ηηο δνζκέλεο ζρέζεηο. 

 

25     Αλ κηα ζπλάξηεζε f είλαη   θαη παξαγσγίζηκε , γξάθνπκε όηη     0 f x  

         Αλ κηα ζπλάξηεζε f είλαη π.ρ. θπξηή, γξάθνπκε όηη f είλαη  ή όηη    0 f x  θαη 

         αλ   : y= x+  ε εθαπηόκελε ηεο ,ηόηε     f x x+  

 

26     Αλ ζέινπκε  λα βξνύκε αζύκπησηεο γηα κηα ζπλάξηεζε , ηόηε 

     βξίζθνπκε  πξώηα ην πεδίν νξηζκνύ ηεο.  

    Από εθεί ζα θαηαιάβνπκε αλ πξέπεη λα ςάμνπκε γηα αζύκπησηεο θαη γηα ην είδνο  

     ηνπο.  

    Σηελ πεξίπησζε πνπ ζαο δίλνπλ έηνηκε ηελ αζύκπησηε κηαο ζπλάξηεζεο, νπζηαζηηθά  

     καο πξνζθέξνπλ ηα απνηειέζκαηα θάπνησλ νξίσλ. Γειαδή : 

     αλ  y λx β  ΠΑ ζην   ,ηόηε 
 




x

f x
lim α

x
 θαη   


 

x
lim f x λx β  

     αλ y β   ΟΑ ζην   ,ηόηε  



x
lim f x β  θαη   


 

x
lim f x λx β  

     αλ 
0

x x   ΚΑ ζην  ,ηόηε  
0


 

x x
lim f x  θαη   


 

x
lim f x λx β  

 

27    Αλ δίλεηαη κηα ζπλαξηεζηαθή ηζόηεηα κε ηελ παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε f  

(πρ     3   xf x f x xe ) ηόηε : 

 δελ ιύλνπκε πνηέ σο πξνο  f x  

 ζπλήζσο παξαγσγίδνπκε θαη ηα δύν κέιε ηεο ηζόηεηαο ή κε πξάμεηο εκθαλίδνπκε  

   παξαζηάζεηο νξίσλ . 

 αλ ε δνζκέλε ζρέζε είλαη αληζόηεηα ,δελ παξαγσγίδνπκε πνηέ ! 

 

28.   Αλ δίλεηαη όηη ε f είλαη ζπλερήο θαη γλεζίσο αύμνπζα ζην R θαη 

        
  f R R

 
, ηόηε  


 

x
lim f x  θαη  


 

x
lim f x  . 
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29.                          Όια όζα πξέπεη λα γλσξίδνπκε γηα ηηο εμηζώζεηο 

 

Οη εμηζώζεηο πνπ είρακε δηδαρζεί έσο θαη Β Λπθείνπ επηιύνληαη κε αιγεβξηθνύο ηξόπνπο. 

Γηα ηνλ ιόγν απηό εμεηάδνπκε αλ κηα εμίζσζε ηεο κνξθήο   0f x  έρεη αιγεβξηθή επίιπζε ή 

πξνθαλή ιύζε   

 

Α.                            Η εμίζσζε  g(x)=θ  λα έρεη  ξίδα ζην  (α,β) ή ζην R  

 
 Μία ηνπιάρηζηνλ ξίδα 

 

α) Μεηαθέξσ όινπο ηνπο νξνύο ηεο εμίζσζεο ζην πξώην κέινο γηα λα έρσ εμίζσζε ηεο 

κνξθήο f(ρ)=0 Δμεηάδσ αλ ε ζπλάξηεζε κε ηύπν f(ρ) είλαη ζπλερήο ζην [α,β]. Υπνινγίδσ ηα  

 f(α),f(β) θαη εμεηάδσ αλ f(α).f(β)<0 ηόηε ζπκθσλά κε ην ζεώξεκα ηνπ Bolzano ζα ππάξρεη κηα 

ηνπιάρηζηνλ ξίδα μ ηεο εμίζσζεο f(ρ)=0 ζην (α,β). 

 

β)Μεξηθέο θνξέο πνπ ζέινπκε λα δείμνπκε όηη ε εμίζσζε f(ρ)=0 έρεη ξίδα ζην (α,β) δελ 

κπνξνύκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ παξαπάλσ δηαδηθαζία γηαηί δελ ππάξρνπλ νη 

πξνϋπνζέζεηο ηνπ ζ Bolzano Σηελ πεξίπησζε απηή βξίζθνπκε ηελ αξρηθή ζπλάξηεζε F ηεο 

ζπλάξηεζεο f θαη εθαξκόδνπκε ην ζ. Rνlle ζην [α,β]. 

γ)Βξίζθσ ην πεδίν ηηκώλ ηεο ζπλάξηεζεο ην νπνίν πξέπεη λα πεξηέρεη ην 0 

δ)Κάζε πνιπώλπκν πεξηηηνύ βαζκνύ έρεη κηα ηνπιάρηζηνλ ξίδα. 

 

                                          Γύν  ηνπιάρηζηνλ ξίδεο 

 

Φσξίδνπκε ην Α ζε δπν δηαζηήκαηα Α1,   Α2  νπνύ Α1Α2= Α  θαη  Α1∩Α2 =   θαη  θάλσ 

Bolzano  ή θάπνηεο από  ηηο πξνεγνύκελεο πεξηπηώζεηο 

 

                                                       Μηα  αθξηβώο ξίδα 

 

Γηα λα δεηρζεί όηη κηα εμίζσζε f(ρ)=0 έρεη κηα κνλό ξίδα ζε θάπνην δηάζηεκα Α , δείρλνπκε 

πξώηα όηη έρεη κηα ηνπιάρηζηνλ ξίδα ζην Α θαη θαηόπηλ δείρλνπκε όηη είλαη ε κνλαδηθή  

α) Δθαξκόδνπκε ην ζ Bolzano ζην δηάζηεκα πνπ καο δίλεηαη ή ζε δηάζηεκα πνπ βξίζθνπκε  

    εκείο θαη θαηόπηλ βγάδνπκε ηελ ζπλάξηεζε κνλόηνλε. 

β) Δμεηάδνπκε κήπσο ππάξρεη πξνθαλήο ξίδα θαη ηε βγάδνπκε γλήζηα κνλόηνλε 

γ)Δθαξκόδνπκε ην ζ Bolzano άξα έρεη ξίδα. Υπνζέηνπκε όηη ε εμίζσζε έρεη ζην Α δπν 

  ξίδεο ξ1≠ξ2 νπνύ ξ1<ξ2 θαη θαηόπηλ εθαξκόδνληαο θαηάιιεια ην ζ Rolle  ζην [ξ1,ξ2 ] 

 θαηαιήγνπκε ζε άηνπν. 

 

δ) Βξίζθνπκε ην πεδίν ηηκώλ ηεο ζπλάξηεζεο ην νπνίν πξέπεη λα πεξηέρεη ην 0 ,θαη θαηόπηλ 

βγάδνπκε ηελ ζπλάξηεζε γλήζηα κνλόηνλε 

 

                                                      Γύν ξίδεο  αθξηβώο 

 

α) Απνδεηθλύσ όηη έρεη 1 αθξηβώο ζε θάζε δηάζηεκα πνπ ρσξίδσ ην πεδίν νξηζκνύ. 

β) Μνλνηνλία, θαη ζε θάζε δηάζηεκα πνπ είλαη γλήζηα κνλόηνλε βξίζθσ ηηο  ξίδεο κε ηελ 

βνήζεηα ηνπ Π. Τηκώλ πνπ πξέπεη λα πεξηέρεη ην 0 .Με ηνλ ίδην ηξόπν βξίζθνπκε θαη ην 

πιήζνο ξηδώλ κηαο εμίζσζεο (αλαιπηηθά δεο ζην Δ) 

γ)Αλ ε κνλνηνλία αιιάδεη κηα θνξά αξθεί ην πεδίν ηηκώλ ηεο ζπλάξηεζεο λα πεξηέρεη ην 0 

 

Παίξλνπκε ηα όξηα 

ζην  θαη  

 θαη εθαξκόδνπκε 

ΘΒ 
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Μία ην πνιύ  ή  δελ κπνξεί λα ερεη πεξηζζόηεξεο από κία ξίδεο 

 

 Δίλαη γλσζηό όηη κηα εμίζσζε f(ρ)=0 έρεη ην πνιύ κηα ξίδα ζε θάπνην δηάζηεκα Α αλ ε 

ζπλάξηεζε f είλαη γλήζηα κνλόηνλε ζην Α. 

 

Β.                            Η εμίζσζε   g x θ   λα έρεη  ξίδα ζην  (α,β)  ή ζην R  

 

Δξγαδόκαζηε παξόκνηα κε ηελ Α πεξίπησζε (όινη νη όξνη ζην 10 κέινο θιπ) θαη πξνθύπηεη  

  0g x    ,νπόηε  ρξεζηκνπνηνύκε έλα από ηα παξαθάησ : 

 

α) Δθαξκόδνπκε ην ζ Bolzano γηα ηελ ζπλάξηεζε    f x g x    

β) Βξίζθνπκε  ηελ κνλνηνλία θαη ην ΣΤ ηεο    f x g x    γηα  x ,   θαη εμαζθαιίδνπκε  

    όηη ην  0 f A  

γ) Δθαξκόδνπκε ην ζ Rolle γηα ηελ παξάγνπζα ,δειαδή ηελ    f x g x x    

 

 

Γ.                               επίιπζε  εμίζσζεο   g x 0  ή  g x θ  ή    g x h x  

 

Δξγαδόκαζηε παξόκνηα κε ηελ Α , Β πεξίπησζε (όινη νη όξνη ζην 10 κέινο θιπ) ,όκσο ε δηαθνξά 

εδώ είλαη όηη πξέπεη λα βξνύκε ηηο ξίδεο ! Φξεζηκνπνηνύκε ινηπόλ έλα από ηα παξαθάησ : 

 

α) Δμεηάδνπκε αλ ππάξρεη πξνθαλήο ξίδα 
0

x θαη αλ ε f είλαη γλήζηα κνλόηνλε ,ζα είλαη κνλαδηθή . 

β)        
 

   
1 1

0 0
0

f

f x

g x h x g x h x f x f x x x


       


 

γ) είλαη πηζαλό ε εμίζσζε λα είλαη ζύλζεηε θαη λα πξέπεη λα απνθύγνπκε λα ζέζνπκε  f x ηελ  

   παξάζηαζε ηνπ 1νπ κέινπο . Γειαδή λα ειέγρνπκε αλ κέζα ζηελ εμίζσζε ππάξρεη παξάζηαζε  

 πρ   2 1x x    πνύ πξνθαιεί  ζπλζεηόηεηα θαη έηζη  έρνπκε  

            
1 1

0 0
0

f

g x h x g x h x f x f x x x


          

 

πρ  γηα ηε εμίζσζε   
2 1 2 1xe e ln x    έρνπκε  

2 1 2 1xe ln x e     1  θαη πξνζέμηε  

   δελ ζέηνπκε    
2 1 2 1xf x e ln x    γηαηί πξνθύπηεη πεξίπινθε ζπλάξηεζε . 

    ζέηνπκε  f x  ηελ αληίζηνηρε απιή ηεο ,δειαδή    xf x e lnx   κε  
1

0xf x e f
x

       

θαη ε εμίζσζε  1  γξάθεηαη     
1 1

2 21 1 1 1 0
f

f x f x x


        

 

δ) είλαη πνιύ πηζαλό ζηηο Παλειιαδηθέο ε δνζκέλε εμίζσζε (ή αλίζσζε) λα κεηαζρεκαηηζηεί  κε 

πξάμεηο (πρ ΄΄ειελίδσ΄΄ θαη ηα 2 κέιε) ζε απινύζηεξε ή λα νδεγεζνύκε ζηελ ζπλάξηεζε ηεο 

εθθώληζεο  ! 

ε)   όηαλ  0
0f x  είλαη νιηθό ειάρηζην (ή νιηθό κέγηζην) ,ηόηε ε εμίζσζε   0

0f x x x    
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Γ.                εμηζώζεηο ηεο κνξθήο                  f g x θ f g x f h x θ f h x      1  

                                                       όπνπ f      (ή θπξηή ή  f x 0  ) 

 

   Γίλνληαη ζπρλά ζηηο παλειιαδηθέο ηέηνηεο εμηζώζεηο ή αληζώζεηο 

 

α)   εμεηάδνπκε αλ κπνξνύκε λα εξγαζηνύκε κε ΘΜΤ  ή  

β)   ζεσξνύκε ηελ ζπλάξηεζε       F x f x θ f x   ,νπόηε εξγαδόκαζηε ζύκθωλα κε ηα βήκαηα 

   γηα θάζε x R είλαη x x      2  θαη        0F x f x f x F          γηαηί : 

    Από        2 0 1 1
f

f x f x F x F F   


            θαη έηζη ε εμίζσζε  1 γξάθεηαη  

         
1 1F 

F g x F h x g x h x ...


    

 

Δ.                                          πιήζνο ξηδώλ   εμίζσζεο        g x h x  

 

Τα θιαζηθά ,όινη νη όξνη ζην 10 κέινο        
 

 0 0

f x

g x h x g x h x f x     


 , θαη : 

  Βξίζθνπκε ην πξόζεκν ηεο  f x  θαη ηα δηαζηήκαηα κνλνηνλίαο ηεο f  
1 2
, ,...,


   κε ηα 

    αληίζηνηρα ζύλνια ηηκώλ      1 2
f ,f ,...,f


   ,νπόηε  

    αλ  0
i

f   κε 1 2i , ,...,   ,ηόηε ζην 
i

  ε εμίζσζε έρεη κηα αθξηβώο ξίδα . 

    αλ  0
i

f   κε 1 2i , ,...,   ,ηόηε ζην 
i

  ε εμίζσζε δελ έρεη θακία  ξίδα . 

   γξάθνπκε ην πιήζνο ησλ ξηδώλ   

 

Σ.                                          πιήζνο ξηδώλ   παξακεηξηθήο  εμίζσζεο        g x,α h x,α  

 

   ιύλνπκε ηελ εμίζσζε σο πξνο  θαη ηελ θέξλνπκε ζηελ κνξθή  f x    

   Βξίζθνπκε  ηα δηαζηήκαηα κνλνηνλίαο ηεο f  
1 2
, ,...,


   θαη ηα  αληίζηνηρα ζύλνια ηηκώλ 

     1 2
f ,f ,...,f


   ,νπόηε δηαθξίλνπκε πεξηπηώζεηο γηα ην  κε βάζε όηη : 

    αλ  if   κε 1 2i , ,...,   ,ηόηε ζην 
i

  ε εμίζσζε έρεη κηα αθξηβώο ξίδα . 

    αλ  if   κε 1 2i , ,...,   ,ηόηε ζην 
i

  ε εμίζσζε δελ έρεη θακία  ξίδα . 

 

30.       επίιπζε αληζώζεσλ          

 

 

f x

g x h x g x h x 0 f x 0     


 

        Δξγαδόκαζηε παξόκνηα κε ηηο εμηζώζεηο ,ρξεζηκνπνηώληαο ηελ κνλνηνλία . 

         0
0f x f x f x   ,νπόηε :  αλ  

0
f x x   θαη  αλ  

0
f x x   

    αλ έρσ πίλαθα πξνζήκνπ ηεο f ,κπνξώ λα απαληήζσ πόηε γίλεηαη ζεηηθή ή αξλεηηθή . 

    αλ έρσ γλσζηό ην  f A  ,κπνξώ ζε νξηζκέλεο πεξηπηώζεηο λα έρσ ιύζε . 

    κπνξώ λα έρσ ιύζε ιύζε κε ΘΜΤ ή κνλνηνλία ή αθξόηαηα. 

    πξνζνρή ,αλ ε αλίζσζε είλαη ζύλζεηε εξγάδνκαη αληίζηνηρα κε ηελ 29/Γ/γ . 
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                                ΑΝΣΙΣΟΙΧΙΗ  ΜΕΘΟΔΩΝ … με λυμζνεσ  αςκήςεισ 

Γηαβάδνληαο κε πξνζνρή ηηο παξαπάλσ κεζόδνπο αξθεηνί από εζάο ζα ζπκεζείηε έλλνηεο θαη 

γλώζεηο πνπ έρεηε δηδαρζεί ζην Σρνιείν ζαο ή ζην Φξνληηζηήξην. 

Μπνξεί όκσο γηα θάπνηνπο λα εκθαληζηνύλ δπζθνιίεο  ! 

Γηα ηνλ ιόγν απηό πξνζζέζακε ηνλ παξαθάησ πίλαθα κε ηνλ νπνίν : 

► Αθνύ δηαβάζεηε ηελ κέζνδν ,κπνξείηε λα δείηε ζηνλ πίλαθα πνηεο αζθήζεηο (θεθάιαην 2  

     ή ζέκαηα πξνζνκνίσζεο ζην θεθάιαην 3 ) ζπζρεηίδνληαη κε απηήλ  ! 

► Σε πξώηε θάζε ,εηδηθά νη καζεηέο πνπ έρνπλ δπζθνιίεο ,κπνξείηε λα αζρνιεζείηε κε ηηο  

     αζθήζεηο ηνπ θεθαιαίνπ 2 ,γηα εκπέδσδε ησλ κεζόδσλ .Οη αζθήζεηο απηέο είλαη νη  

     βαζηθέο - SOS ηνπ θεθαιαίνπ  2 . 

► Σε δεύηεξε  θάζε , κπνξείηε λα αζρνιεζείηε κε ηηο αζθήζεηο ηνπ θεθαιαίνπ 3 πνπ είλαη  

     ζέκαηα πξνζνκνίσζεο εμεηάζεσλ .Γειαδή είλαη ζέκαηα επηπέδνπ Παλειιαδηθώλ ! 

     Έρνπλ δηάξζξσζε κε εξσηήκαηα θιηκαθνύκελεο  δπζθνιίαο  πνπ αλαθέξνληαη θαη ζε  

     πξνεγνύκελεο έλλνηεο θαη θπζηθά ΄΄πξνθαινύλ΄΄ πίεζε επαλάιεςεο ! 

►  Όκσο πξώηα λα πξνζπαζείηε λα ιύλεηε κόλνη ζαο ηηο αζθήζεηο-ζέκαηα θαη ζηε ζπλέρεηα λα  

     δηαβάδεηε ηελ ιύζε.Τίο όπνηεο δπζθνιίεο ή απνξίεο έρεηε ,λα ηηο ζπδεηάηε πάληα ζε  

    ζπλεξγαζία κε ηνλ θαζεγεηή ζαο ζην on line κάζεκα ! 

 

κέζνδνη αζθήζεηο  θεθαιαίνπ   2 

 

αζθήζεηο  θεθαιαίνπ   3 

 

1 1,2,3,9 3,6,9,17,18,19 

2 2,3  

3 5,52 1,4,5 

4 2,3,4 1,3 

5 6,7,8,54 2,6 

6 6,7 1,5 

7 9  

8 10,11,12,13 1,4,6,7,8,9,10,11,12,23,26 

9 10,11,12,13 1,4,6,7,8,9,10,11,12,23,26 

10 14  

11 16,17,18,,19,20,21,22 18 

12 16,17,18,,19,20,21,22 18 
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13 27,28,29 14,15 

14 27,28,29 14,15,16,23 

15 23,24,25,26,,57,58 16,24 

16 30,31,32,33,34,35,38,44,53,54, 

56 

12,13,14,15,17,18,19,20,22,23,24,25,26,27,28,29, 

30 

17 48,54 15,18,19,23,24,29 

18  15 

19 16,19  

20 26,34,37,47,57,58 9,15,17,20,25,27,29 

21 32,33,34,35,36,37,43,44,54 12,13,15,17,19,20,14,25,26,27,28,29,30 

22 40  

23 39  

24 44,46,54,56 21,27,28,30 

25 45 26 

26 49,50,51,52,55 14,21,24,27 

27 54 2,6 

28   

29 31,32,33,41,43 4,4,13,15,17,18,19,20,22,24,26,28,29,35 

30 54,56 12,26,28 
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Β                                    ΑΚΗΕΙ   ΠΑΡΑΓΩΓΩΝ  …για εμπζδωςη  μεθόδων 

 

1.                                         εύρεςη παραγώγου με κανόνεσ 
   

Να  βξεζνύλ  νη  παξάγσγνη  ησλ  ζπλαξηήζεσλ 

α) 
ημx

 (f x)
συνx


                β) g(x)=(1+2x3)lnx          

 

2.                                           εύρεςη παραγώγου με τον οριςμό  
   

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f (x) = |x - 1| + x + 3. Να εμεηάζεηε αλ ε f   είλαη παξαγσγίζηκε 

α) ζην ζεκείν x0 = 1  β) ζην ζεκείν x0 = 2. 

 

3.                                            εύρεςη παραγώγου με τον οριςμό  και  ΚΠ 

Γίλεηαη ε    
3 3

0

0 0

x , x
(f x)  x

, x


 

 
 

 

Να εμεηάζεηε αλ ε f(x) είλαη παξαγσγίζηκε ζην 
0

0x   

 

4.                                            εύρεςη παραγώγου από δοςμϋνο όριο 

Δζησ f(x)  ζπλερήο ζην x0=2  θαη  
2

2
3

2x

(f x) x
lim

x





.    Γείμηε όηη  f '(2)= -1 

 

5.                                            εύρεςη ορύου από δοςμϋνη παρϊγωγο 

Γηα ηε ζπλάξηεζε  f / R ηζρύεη  όηη  f(2) = f΄(2) = 3.Να ππνινγίζεηε ην όξην 
 2

22

9

3 2x

f x
lim

x x



 
        

 
6.                        εύρεςη παραγώγου με τον οριςμό  ςε ςυναρτηςιακό ςχϋςη 

 

Αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην ρ0 = 0  θαη γηα θάζε  ρ ε R ηζρύεη  
3 2 2 2f(x) xf(x) x (f x) x x    . Να δείμεηε όηη    0 1f( )   

 
7.                        εύρεςη παραγώγου με κανόνεσ ςε ςε ςυναρτηςιακό ςχϋςη 

 

Αλ ε ζπλάξηεζε   f :R R  παξαγσγίζηκε  ζην R   θαη  ηζρύεη  όηη      

2 3 21 1 2 3 1(f x ) (f x ) x x x        γηα  θάζε x R .Να  βξείηε  ηελ  

 παξάγσγν  ηεο  f x  ζην   ρ0=1 

 

8.                      εύρεςη    παραγώγου με κανόνεσ ςε ςε ςυναρτηςιακό ςχϋςη                   

 

Γίλεηαη όηη ε ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην R   θαη γηα θάζε  ρ ε R ηζρύεη  
3 xf(x) (f x) xe  . 

Να βξείηε ηελ παξάγσγν  0f  

δεσ τισ λφςεισ 
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x
y

5 m

20 m Κ

A B
Λ

Γ

9.                                               εύρεςη παραγώγου με περιπτώςεισ 

Να βξείηε ηελ παξάγσγν ηεο ζπλάξηεζεο   
3 4(f x) x ,Σηελ ζπλέρεηα λα βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο 

εθαπηόκελεο ζην 
0

0x   

 

10.                               εύρεςη ςημεύων με απαύτηςη παρ/λύασ για την εφαπτόμενη 
 

Να βξείηε ηα ζεκεία ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο    f x = 3x – 3x + 5 ζηα νπνία ε 

εθαπηνκέλε είλαη  παξάιιειε πξνο ηελ επζεία   y = 9x + 5   

 

11.                                   εύρεςη παραμϋτρων με απαύτηςη κοινόσ εφαπτόμενησ 

Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο    f x = α 2x + βx + 2    θαη    g(x) = 
1

x
.  Να βξείηε ηα   

α , β  ,  γηα ηα νπνία νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ηνπο έρνπλ θνηλή εθαπηνκέλε ζην ζεκείν κε 

ηεηκεκέλε  
0

x = 1. 

 

12.                                         απαύτηςη ώςτε ευθεύα να εφϊπτεται               
 

Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο    f x = xe    θαη    g(x) = – 2x – x .  Να απνδείμεηε όηη ε εθαπηνκέλε ηεο   

f
C   ζην ζεκείν  Α(0, 1) , εθάπηεηαη θαη ζηελ   

g
C . 

 

13.                                  εύρεςη παραμϋτρων   ώςτε ευθεύα να εφϊπτεται               
 
Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε    f: R R θαη ε επζεία    (δ) ς=(α-2)ρ+β+1. Αλ γηα ηελ f  ηζρύεη όηη  

| f(ρ) – εκ2003ρ|   ρ2002   (1) ρ ε R  λα βξείηε ηνπο α , β ε R  ώζηε ε  ε λα    είλαη εθαπηόκελε  ηεο 

Cf  ζην ζεκείν κε ηεηκεκέλε  ρ0=0. 

 

14.                                                                 Ρυθμόσ  Μεταβολόσ 
 
Έλαο άλζξσπνο ζπξώρλεη έλα θνπηί ζηε ξάκπα  

ηνπ δηπιαλνύ ζρήκαηνο θαη ην θνπηί θηλείηαη κε  

ηαρύηεηα  3 m/sec .  Να βξείηε πόζν γξήγνξα  

αλπςώλεηαη ην θνπηί . δειαδή ην ξπζκό  

κεηαβνιήο  ηνπ  y . 

 

15.                                                                              Θ Rolle 
 

Έζησ  f : (0,+) R   δύν θνξέο παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε ζην    

         (0,+) θαη α, β, γ >0  κε  α<β<γ ηέηνηα ώζηε  (α) = α , (β) = β , 

        (γ) = γ . Να απνδεηρζεί όηη : 

   i)      Υπάξρνπλ θ, ι ηέηνηα ώζηε (θ) = θ΄(θ) θαη (ι) =ι΄(ι) 

   ii)      Αλ  ε  επζεία  πνπ  δηέξρεηαη από ηα ζεκεία  Α(θ, (θ))   

      θαη Β(ι, (ι)) δηέξρεηαη θαη από ην ζεκείν Ο(0,0) , λα δεηρζεί όηη  

    ππάξρεη ρ 0> 0 : f ΄΄(ρ0 ) = 0 

16.                                                                             Θ Rolle 
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Έζησ ε ζπλάξηεζε  f : , R       ζπλερήο  ζην   ,      θαη   

  παξαγσγίζηκε  ζην   ,    θαη  
3 3(f ) (f )        (1).Να   

  απνδείμεηε  όηη  ππάξρεη   0
x  ,      ώζηε  

2

0 0
3f(x ) x   

 

17.                                                                           Θ Rolle 
 

Έζησ ε ζπλάξηεζε f: [α, β]R, ε νπνία είλαη ζπλερήο ζην [α,β]  ,παξαγσγίζηκε  ζην (α, β)   θαη    

f(α)=2β, f(β)=2α. 

α. Να απνδείμεηε όηη ε εμίζσζε f(x)=2x έρεη κία ηνπιάρηζηνλ ξίδα ζην (α, β). 

β. Να απνδείμεηε όηη ππάξρνπλ μ1, μ2 (α, β) ηέηνηα ώζηε     f΄(μ1) f΄(μ2) = 4 

 

18.                                                                            Θ Rolle 
 
Θεσξνύκε ηελ f ζπλερή ζην  [0, 2]  παξαγσγίζηκε ζην (0, 2)  κε  

2 8 0 2(f )  , (f )   . Να δείμεηε όηη ππάξρεη  0 2 ,  ηέηνην ώζηε ε εθαπηνκέλε ζην μ λα είλαη 

παξάιιειε κε ηελ επζεία y = 3x + 5  

 

 

19.                                                                          Θ Rolle 
 

Γίλεηα η    ε    ζπλάξηεζε   g (x)=e x f ( x)  ,   όπνπ f   ζπλάξηεζε  
παξαγσγίζ ηκε ζην R θα η  f (0)=f (4)  =  0   .  

Να απνδε ίμεηε  όη η  ππάξρε η  έλα ηνπιάρ ηζηνλ  0
 x 0,4  

ηέην ην  ώζηε    0 0
0f΄ x f x   

 

20.                                                                            Θ Rolle 
 
Έζησ ε ζπλάξηεζε f , δύν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην [α,β] κε f(α)=f(β)=0   

Αλ  g(x)=f(x)-γ(x-α)(x-β) θαη γηα ην ηπραίν x
0

( , )    ηζρύεη g(x
0
)=0, λα απνδείμεηε όηη :  

α) ππάξρεη μ  (α,β) ηέηνην ώζηε g΄΄(μ)=0 

β) f(x
0
)=      0 0 0

1

2
f x f (́́ ) x x       

 

21.                                                                            Θ Rolle 
 

Έζησ f  δύν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην [1,2]  κε f(2)=2f(1) + 2  θαη f
''
(x) 2 γηα θάζε x(1,2). 

(α) Γείμηε όηη ε εμίζσζε   2x f (x) 2x =f (x) x    έρεη κία ηνπιάρηζηνλ  ξίδα 
0

x (1,2). 

(β) Γείμηε όηη ε ξίδα x
o

είλαη κνλαδηθή. 

(γ) Η εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο g(x)= f(x) - x2  

     ζην ζεκείν  x
o

,  δηέξρεηαη από ηελ αξρή Ο(0,0). 

22.                                                                            Θ Rolle 
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Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε   f (x) = 
4x – 20

3x –  25
2x –  x + 1  

i)    Να απνδείμεηε όηη ε εμίζσζε   f (x) = 0   έρεη κία ηνπιάρηζηνλ ξίδα ζην  

      δηάζηεκα  (-1,  0)   θαη κία ηνπιάρηζηνλ ζην δηάζηεκα  (0,  1) 

ii)   Να απνδείμεηε όηη ε εμίζσζε   4
3x – 60

2x – 50x – 1 = 0   έρεη κία ηνπιάρηζηνλ  

      ξίδα ζην δηάζηεκα  (–1,  1)   

 

23.                                                                            ΘΜΣ 
Γίλεηαη  ε  ζπλάξηεζε f   2 θνξέο  παξαγσγίζηκε  ζην  δηάζηεκα   

1 3 ,       θαη  ηζρύεη       2 2 1 3f f f  .Να  δείμεηε  όηη  ππάξρεη    ρ0 ε  1 3 ,  :  0
0f x  . 

 

24.                                                                            ΘΜΣ 
 

   Έζησ ε ζπλάξηεζε f δύν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην  , ηέηνηα 

         ώζηε :    f (25) + f (20) = f(35) + f (10) . 

        α)   Να δείμεηε όηη ππάξρνπλ μ1 , μ2  (10 , 35) κε μ1 < μ2 ηέηνηα ώζηε     f ΄( μ1) = f ΄( μ2) . 

       β)   Απνδείμηε όηη ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ μ (10 , 35) ηέηνην ώζηε     f ΄΄(μ) = 0 

 

25.                                                                            ΘΜΣ 
 

Γίλεηαη ε ζπλερήο ζπλάξηεζε f : [0, 4]  R  γηα ηελ νπνία ηζρύεη: 

 f(0)=0  ,   f(2) =2  ,      f(4)=2 

 f  παξ/κε ζην ( 0, 4) 

 f '  ζπλερήο ζην ( 0, 4) 

Να δείμεηε όηη : 

α) Υπάξρεη x
1
  ( 0, 4) ώζηε  1

1f x   

β) Υπάξρεη μ   ( 0, 4) ηέηνην ώζηε  
1

4
f    

γ)  Αλ f   2 θνξέο παξ/κε λα δείμεηε όηη ππάξρεη  x
0
   ( 0, 4):   0

0f x   

 

26.                                                                           ΘΜΣ             
 

Αλ γηα ηε ζπλάξηεζε f ηζρύεη f ΄(x) = ζπλx θαη f(0) = 0 λα δείμεηε όηη :  

α)Yπάξρεη μ (α , α+1) ηέηνην ώζηε         1f f f f f           όπνπ α  . 

β) 
     0

f f
e e e

 
       , γηα θάζε β, γ κε 0

2
[ , ]


     

 

27.                                                                 υνϋπειεσ  ΘΜΣ               

Να  βξεζεί  ε ζπλάξηεζε  g   νξηζκέλε  ζην  δηάζηεκα  
2 2

 ,  
  
 
 

 

ε  νπνία  ηθαλνπνηεί  ηηο  ζρέζεηο  g(x) x g(x) x g(x) x       θαη  0 2017g( )             
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28.                                                               υνϋπειεσ  ΘΜΣ                            

Γίλεηαη  ε  παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε   0f : , R   ,κε   
3

0
2

f   γηα ηελ νπνία  ηζρύεη όηη  :  

     
2

1
1

xx
f x f x x e

x


    


 γηα θάζε  0x   .Να  βξείηε  ηνλ  ηύπν ηεο f     

 

29.                                                              υνϋπειεσ  ΘΜΣ                                 
 

Γίλεηαη ε δύν θνξέο παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε f θαη ε παξαγσγίζηκε ζπλαξηεζε  
(f x )h(x) f '(x)e    .Αλ ηζρύεη 2(f x ) (f x )h(x) f ''(x)e (f '(x)) e     θαη 0 0 0 2 (f ) ,f '( )   

α)Να δείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε 
x

h(x )

e
είλαη ζηαζεξή. 

β)Να βξείηε ηε ζπλάξηεζε f(x) γηα  
1

2
x ln  

 

30.                                                               μονοτονύα                
 

Να βξείηε ηα δηαζηήκαηα κνλνηνλίαο ηεο ζπλάξηεζεο    f (x) = 
2 1

x

x 
 

 

31.                                                     μονοτονύα - εξύςωςη                                          
 

Να απνδείμεηε όηη : 

i)     Η ζπλάξηεζε   f (x) = xe – 1 + ln(x + 1)   είλαη   γλεζίσο αύμνπζα . 

ii)    Η εμίζσζε   xe = 1 – ln(x + 1)   έρεη αθξηβώο κία ιύζε  ηελ  x = 0. 

 

32.                                                        μονοτονύα – Σ - παρϊμετροσ                                       
 

i)     Να απνδείμεηε όηη ε  ζπλάξηεζε   f (x) = 3x – 3x + α   είλαη  γλεζίσο θζίλνπζα  

         ζην  δηάζηεκα  [–1,  1] 

ii)     Να βξείηε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο  f  ζην  δηάζηεκα  [–1,  1] 

iii)     Αλ    –2 < α  < 2,   λα απνδείμεηε όηη ε εμίζσζε   3x – 3x + α = 0   έρεη αθξηβώο  

         κία ιύζε  ζην  δηάζηεκα  (–1,  1). 

 

33.                                                         μονοτονύα – Σ – πλόθοσ ριζών εξύςωςησ                                      
 

Να απνδείμεηε όηη : 

i)    Η ζπλάξηεζε   f (x) = 
3

2

9

1

x x

x




  είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζε θαζέλα από ηα  

      δηαζηήκαηα  ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο  θαη λα βξείηε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο  f  

      ζε  θαζέλα από ηα δηαζηήκαηα απηά. 

ii)   Η εμίζσζε   3x – α 2x – 9x + α = 0  είλαη ηζνδύλακε κε ηελ  f (x) = α  θαη ζηε  

      ζπλέρεηα  όηη έρεη ηξεηο πξαγκαηηθέο ξίδεο γηα θάζε  α  . 
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34.                                                                 μονοτονύα – ανιςότητα                              
 

Να απνδείμεηε όηη : 

i)      Η ζπλάξηεζε   f (x) = 2εκx + εθx – 3x ,  x 0
2

,  
 


 

   είλαη γλεζίσο αύμνπζα 

ii)     2εκx + εθx   3x ,     γηα θάζε  x 0
2

,  
 


 

 

 

35.                                                            μονοτονύα – ακρότατα                         

Να  βξείηε  ηα  δηαζηήκαηα  κνλνηνλίαο  θαη  ηα  αθξόηαηα  ηεο  ζπλάξηεζεο   0
2

f : , R
 

 
 

  κε  

  2 2 2 2f x x x               

 

36.                                                       ανιςότητα  από μονοτονύα                                               
 

Θεσξνύκε  ηηο  παξαγσγίζηκεο  ζπλαξηήζεηο   f,g  πνπ  έρνπλ  πεδίν  νξηζκνύ  ην  0 ,   γηα  ηηο  

νπνίεο  ηζρύεη  ε  ζρέζε :  
2 xf(x) g(x) x e       γηα  0x  ,   

Να  απνδείμεηε  όηη:  

0 0(f ) g(x) g( ) (f x)     γηα  θάζε  0x  ,   

 

37.                                               ςυνδιαςτικό  -  ανιςότητα  από μονοτονύα                                                                       
 

Έζησ ε ζπλάξηεζε  f  δύν θνξέο παξαγσγίζηκε  ζην  R  γηα  ηελ  νπνία  ηζρύνπλ  : 
 

 f(x) f(x)    γηα θάζε  x R   θαη    0 0 0f( ) (f )    

Να  απνδείμεηε  όηη 

α) f(x) (f x)    γηα  θάζε  0x ( , )    θαη  f(x) (f x)    γηα  θάζε  

     0x ( , )   

β)Να  κειεηήζεηε  σο  πξνο  ηε  κνλνηνλία  ηε  ζπλάξηεζε 

    
x

(f x)
h(x)

e
     γηα   x R . 

 

38.                                                από ανιςότητα  ςε μονοτονύα  - θεωρητικό                                                                                                            
 

α) Να απνδείμεηε όηη :  
2 1

2 5

x
ln(x 1)  x      , γηα θάζε x [0 , + ) . 

β) Έζησ ζπλάξηεζε f παξαγσγίζηκε ζην  [0 , + ) γηα ηελ νπνία ηζρύεη : 

         
2 3

5 3 4
2 3 1 1 182

5 2 6

x x
f x f x f x x ln x x         , γηα θάζε  

x [0 ,+ ). Να απνδείμεηε όηη ε f  είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην [0 , + ) . 
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39.                                                               απόρριψη  ακροτϊτων                                
 

Έζησ ε ζπλάξηεζε  f    παξαγσγίζηκε  ζην  R  κε 

2 1 52001 2001 2007    xf(x) (f x) e x x  .Να  δείμεηε  όηη  δελ  έρεη  ηνπηθά  αθξόηαηα 

 

40.                                                    από ανιςοιςότητα  ςε  ιςότητα - Θ Fermat                                                     
 

Έζησ ε ζπλάξηεζε f   παξαγσγίζηκε  ζην  δηάζηεκα   e ,  θαη γηα  ηελ  νπνία  ηζρύνπλ  : 

 2f (e ) 0    θαη   f (x) ln x 2    γηα  θάζε  x (e , )   

     Να  απνδείμεηε  όηη 
2 2e f (e ) 1 0   . 

 

41.                                                                 δύο το πολύ ρύζεσ                                    
 

Να  απνδείμεηε  όηη  ε   εμίζσζε      ρ4   =  2ρ3-30ρ2-ρ-2 

έρεη  ην  πνιύ  δύν  ξίδεο  πξαγκαηηθέο  θαη  άληζεο 

 

42.                                                        απόρριψη  ακροτϊτων - θεωρητικό                                                                   
 

Έζησ  ε  ζπλάξηεζε   g   παξαγσγίζηκε  ζην  R   θαη  ηζρύεη 

2007 2001 3 21 1
g (x) g g(x) x x 3x 2008

3 2
         (1)  γηα  θάζε x R  . 

Να  απνδείμεηε  όηη  ε  ζπλάξηεζε  g   δελ  έρεη   αθξόηαηα  , x R . 

 

43.                                                        πλόθοσ ριζών εξύςωςησ  -  Σ                                       
 

   Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f(x) = x4 – 4x3 + 5x2 – α , α > 0 . 

α)   Να κειεηεζεί ε f σο πξνο ηε κνλνηνλία θαη ηα αθξόηαηα . 

β)   Να βξείηε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο f . 

γ)   Να βξείηε ην πιήζνο ησλ πξαγκαηηθώλ ξηδώλ ηεο εμίζσζεο  f(x) = 0  

 

44.                                  μονοτονύα - ακρότατα - κυρτότητα - ςκ - Σ                            
 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f κε ηύπν   f(x) = x2 lnx . 

α) Να βξείηε ην πεδίν νξηζκνύ ηεο ζπλάξηεζεο f , λα κειεηήζεηε ηελ  

     κνλνηνλία ηεο  θαη λα βξείηε ηα αθξόηαηα . 

β) Να κειεηήζεηε ηελ f σο πξνο ηελ θπξηόηεηα θαη λα βξείηε ηα ζεκεία  θακπήο . 

γ) Να βξείηε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο f .  

45.                                                              κυρτότητα - εφαπτόμενη                                 
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Έζησ ε ζπλάξηεζε  f , 2 θνξέο  παξαγσγίζηκε  ζην  δηάζηεκα  0 ,   κε 
f (x)

f (x) 5
x

      

γηα  θάζε   x 0 ,   .Να  απνδείμεηε  όηη ε  εθαπηόκελε  ηεο  
fC  ζε  θάζε  ζεκείν  

ηεο , βξίζθεηαη  θάησ από    ηελ 
fC . 

 

46.                                                    εύρεςη παραμϋτρων  - Κ                        
 

Έζησ α πξαγκαηηθόο αξηζκόο θαη f ζπλάξηεζε κε 

 
4 3

2 2 3 2x x 5
f (x) 2 2 x 7 x 5

3 3 2

 
            

 
.  

Να απνδείμεηε όηη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f δελ έρεη ζεκεία θακπήο.            

αιιηώο 

Γελ ππάξρεη ζεκείν ηεο 
fC ,πνπ ε εθαπηόκελε ζε απηό λα ηελ δηαπεξλά . 

 

47.                                            θεωρητικό με κυρτότητα - ανιςότητα                                                   
  

 Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f : f : R R , δύν θνξέο παξαγσγίζηκε , ε νπνία ζε ζεκείν   
0x R  

παξνπζηάδεη ηνπηθό αθξόηαην  ην   0 θαη  ηθαλνπνηεί ηε ζρέζε : 

                                    f (x)  4(f  (́x) f (x))   , γηα θάζε  x R  . 

α) Να απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε  –2xg(x)  f (x)e   είλαη θπξηή ζην R . 

β) Να απνδείμεηε όηη είλαη f(x)0 , γηα θάζε  x R .   

 

48.                          πρόςημο ςυνϊρτηςησ από κυρτότητα - θεωρητικό                              
           

  Αλ ε f  θπξηή ζην R  θαη f (0) 0  βξείηε ην πξόζεκν ηεο  g(x) f (x) xf (x)   

 

49.                           εύρεςη ορύων απο γνωςτό αςύμτωτη - παρϊμετροσ                                                
 

Έζησ όηη ε επζεία  y=3x+6  είλαη αζύκπησηε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο κηαο ζπλάξηεζεο f  ζην  

  

α) Να βξείηε ηα όξηα : 
x

f (x)
lim

x
   θαη 

x
lim[ f (x) 3x] 


 . 

β) Να βξείηε ηνλ πξαγκαηηθό αξηζκό κ , αλ 
2x

f (x) 4x
lim 2

x f (x) 3x 5x

  


  
. 

 

50.                                                                     ΚΑ - ΠΑ                          
 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε   
2ln x x

f x
x


 . 

 Να  εμεηάζεηε  αλ  έρεη  θαηαθόξπθε  θαη  πιάγηα  αζύκπησηε 
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51.                                              εύρεςη   παραμϋτρων  απο γνωςτό αςύμτωτη                                                                                                
 

Έζησ ε ζπλάξηεζε 
2x x

f (x)  
x 2

 



 ,  x R 2  , όπνπ α , β . Αλ ε επζεία      ε : y = 2x – 1 

είλαη αζύκπησηε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f . 

ζην + , λα  βξείηε ηηο ηηκέο ησλ α , β .                            

 

52.                                                  παρϊμετροσ - ΠΑ - όριο                                             
 

Έζησ ε  παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε   g : 0, R   κε  
2

g x x 4
x

      (1)  θαη  

 
1

g x 4 6x
4x

      (2)  γηα θάζε x 0   θαη x R  g 1 2   ,  g 1 8   . 

i) Να βξείηε ηνλ αξηζκό   

ii)  Να βξείηε ηελ πιάγηα αζύκπησηε ηεο gC  ζην    

iii)  Να βξείηε ην 
 

  2x

g x x 4
lim

xg x 6x ln x

 

 
 

 

53.                                              εύρεςη τύπου - όρια - μονοτονύα - αςύμπτωτεσ     

Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο f θαη g  γηα ηηο νπνίεο ηζρύεη  
1

2f x f 3x
x

 
  

 
 γηα θάζε x R *     

                                          θαη        xg x g x x    γηα θάζε x R  

 

i Να βξείηε ηνπο ηύπνπο ησλ f θαη g  

ii Να βξεζνύλ ηα όξηα ησλ f, g  ζηα άθξα ησλ δηαζηεκάησλ πνπ απνηεινύλ ην πεδίν νξηζκνύ 

ηνπο 

iii Να κειεηεζεί ε f  σο πξνο ηελ κνλνηνλία θαη ηα αθξόηαηα 

iv Να βξεζνύλ νη αζύκπησηεο ησλ f, g  

 

54.                                             θεωρητικό - μονοτονύα - ακρότατα - Κ - ανιςότητα                                                  
 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  f : R R   παξαγσγίζηκε ζην γηα ηελ  

  νπνία ηζρύεη όηη       3f x 4f x 4x  ,  x R         1  

i  Να κειεηήζεηε ηελ f  σο πξνο ηελ κνλνηνλία θαη λα βξείηε ην  

     πξόζεκό ηεο .    

 ii Να βξείηε ηα δηαζηήκαηα ζηα νπνία ε ζπλάξηεζε f   είλαη  

       θπξηή  ή  θνίιε  θαη λα βξείηε ηα ζεκεία θακπήο, αλ ππάξρνπλ  

iii  Aλ     g x 2x f x   λα κειεηήζεηε ηε g   σο πξνο ηε  κνλνηνλία  

iv  Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε   2 2f x x 2 2x 4 2x      
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55.                                                 θεωρητικό -  αςύμπτωτη - όρια                                   
 

    Δζησ f,g : RR, είλαη ζπλαξηήζεηο ζπλερείο ζην R ηέηνηεο, ώζηε λα ηζρύεη f (x) g(x) x 4    

    , γηα xR.΄Δζησ όηη ε επζεία κε εμίζσζε y=3x-7 είλαη αζύκπησηε ηεο γξαθηθήο       

     παξάζηαζεο ηεο f, θαζώο x+. 

     α) Να βξείηε ηα όξηα : 

                     i)  
 

x

g x
lim

x
           θαη       ii) 

2x

g(x)  3x  εκ2x 
lim  

x f(x) - 3x   1

 


 

     β)  Να απνδείμεηε όηη ε επζεία κε εμίζσζε y=2x-3 είλαη αζύκπησηε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο 

          ηεο g, θαζώο x+.          

 

56.                                          μονοτονύα - ακρότατα - ανύςωςη - Κ - ςύγκριςη                                      
 

Έζησ ε ζπλάξηεζε    5 4 3 21 1 1 1
f x x x x x x 1

5 4 3 2
         κε   

α) Να κειεηήζεηε ηελ f  σο πξνο ηελ  κνλνηνλία  θαη ηα  αθξόηαηα. 

β) Να ιύζεηε  ηελ  αλίζσζε    2 1 1 1 1
f f 5x 4x f 2

2 3 4 5

 
      

 
 

γ) Να δείμεηε όηη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f  έρεη κνλαδηθό ζεκείν θακπήο. 

δ) Να ζπγθξίλεηε ηνπο αξηζκνύο     f 2004 f 2001   θαη    f 2003 f 2002  

 

57.                                                  από κυρτότητα ςε ανιςότητεσ                                              
 

α) Γίλεηαη ε παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε f ζε έλα δηάζηεκα [α , β].  

    Απνδείμηε όηη  αλ ε f  ζηξέθεη ηα θνίια άλσ ζην [α , β] ηόηε  
f ( ) f ( )

f
2 2

    
 

 
  ,   ελώ αλ  

    ε f  ζηξέθεη ηα θνίια θάησ   ζην  [α , β]   ηόηε   
f ( ) f ( )

f
2 2

    
 

 
   « Αληζόηεηεο Jensen »  

 β) Γηα θάζε α λα δείμεηε όηη : 

                                                          e– (α+1) + (α+1)8 < 
1

2
( e– α + e– (α+2) +(α+2)8 +α8 ). 

 

 

58.                                                     από  κυρτότητα ςε ανιςότητα                                                                               
 

      Γηα  ηελ ζπλάξηεζε   f : , R    ηζρύεη  όηη  f x 0   γηα  θάζε   x ,   . 

      Να  απνδείμεηε  όηη  :  

                                                         x f x f x f f x        
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Γ                                                 ΛΤΕΙ  ΣΩΝ  ΑΚΗΕΩΝ 

1.      

α)  
     

 

   

 

2

2 2

1 1 1x x x x x x x
f x

x x

 
           

  
 

= 

    

 

2 2

2 2

1x x x x

xx

      



 

β)         3 3 2 3 1
1 2 1 2 6 1 2g x x lnx x lnx x lnx x

x

 
         

2.      

Δίλαη  
2 2 1x     x

(f x)  
4           x<1

  
 


 

α) Γηα ηελ εύξεζε ηεο παξαγώγνπ ζην 
0

1x    παίξλσ  πιεπξηθά  όξηα ηνπ ιόγνπ  κεηαβνιώλ 

 
     

1 1 1

1 2 12 2 4
2

1 1 1x x x

f x f xx
lim lim lim

x x x    

  
  

  
 

 
   

1 1

1 4 4
0

1 1x x

f x f
lim lim

x x  

 
 

 
 

   Καηά ζπλέπεηα ε f  δελ είλαη παξαγσγίζηκε  ζην  
0

1x   

β) 
     

2 2 2

2 2 22 2 6
2

2 2 2x x x

f x f xx
lim lim lim

x x x  

  
  

  
 ,άξα  2 2f   

 

3.      

3

2

0 0 0

3
0

0 3
0

0x x x

x
(f x) (f ) xlim lim lim(x )

x x x  

 


   


    δηόηη 
2 22 3 3

x x x
x x

     

άξα  πν θξηηήξην παξεκβνιήο  πξνθύπηεη όηη 3

0

3
0

x
lim(x )

x
   

4.      

 Θέηνπκε  
2

2

(f x) x
G x

x





  από ηελ νπνία πξνθύπηνπλ 

    
2

3
x
limG(x)


    θαη      f(x)+x2=(x-2)G(x)   άξα  f(x)=(x-2)G(x)-x2 

Δίλαη 
2

2 2
2 4

x x
lim(f x) lim(x ).G(x) x
 

        

θαη επεηδή ε f(x)  είλαη ζπλερήο ζην x0=2   άξα   
2

2 4
x
lim(f x) (f )


    νπόηε 

2

2 2

2

2 2

2

2 2 4
2

2 2

2 22 4

2 2

2 3 4 1

x x

x x

x

(f x) (f ) (x )G(x) x ( )
f '( ) lim lim

x x

(x )G(x)(x )(x )G(x)(x )
lim lim

x x

                   lim G(x)(x )

 

 



    
  

 

       
  

 

        

 

 

Παξαηεξνύκε όηη ε f  
είλαη ζπλερήο ζην 

0
1x   , όκσο  δελ  

είλαη  παξαγσγίζηκε 
ζ΄ απηό. 

 

επιςτροφή ςτισ εκφωνήςεισ 
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5.      

Λόγσ  ππόζεζεο ζα  έρνπκε 
2

3
2 3

2x

(f x)
f( ) lim

x


  


  (1) 

Θέηνπκε  
3

3 2
2

(f x)
g(x) (f x) (x )g(x)

x


    


(2) 

 Δίλαη αθόκε  
2

3
x
limg(x)


   θαη  
2

3
X
lim(f x)


   (3) 

Έρνπκε   
  
  

2 2

22 2

3 39

2 13 2

( )

x x

(f x) (f x)f(x)
lim lim

x xx x 

 
 

  
 

   
  

   3

0 0

2 3 3 3 3 3
18

1 0 12 1

( )

x x

x g(x)(f x) g(x)(f x)
lim lim

xx x 

    
   

  
 

 

6.          

Δίλαη 3 2 2 2f(x) xf(x) x (f x) x x      (1) 

Αθνύ ε ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην ρ0 = 0  ,ζα  είλαη θαη  ζπλερήο  ζην  ρ0 θαη  θαηά  

ζπλέπεηα  ζα  ηζρύεη   
0

0
x
lim(f x) (f ) L R


     (2). 

Παίξλνπκε  όξηα  ζηε  ζρέζε  (1)  θαη  έρνπκε   3 2 2 2

0 0x x
lim(f(x) xf(x) x (f x)) lim(x )
 

      

 3 2 20 1 0 0L L L L L L L          (Αθνύ  ε  εμίζσζε  2 1 0L L    έρεη Γ=-3<0  θαη  θαηά  

ζπλέπεηα  δελ  έρεη  πξαγκ.  ξίδεο). Οπόηε  ε  (2)  
0

0 0
x
lim(f x) (f )


      (3) 

 Σηε ζρέζε  (1)  δηαηξνύκε  κε  ρ3   θαη  έρνπκε  :   

     

3 2 3

3 2

3 2

0 0

0 0 0

( )f(x) f(x) (f x) x

x xx x

(f x) (f ) (f x) (f x) (f x) (f ) x

x x x x


   

      
     

     

    (4) 

Οπόηε  παίξλνληαο   όξηα ,  ζηε  ζρέζε    (1)  γηα  0x    έρνπκε, 

3 2 3 2 2 21 1 0 1 1 0 1 1 0L L L L L L L(L )(L ) (L )(L )                   

1L  .Γειαδή  0 1f( )  . 

 

7.   
Παξαγσγίδνπκε  ηε  δνζκέλε  ηζόηεηα(αθνύ καο δίλεηαη  όηη ε f  είλαη  παξαγσγίζηκε  ζην R  ) θαη  

έρνπκε :  

2 3 21 1 2 3 1(f x ) (f x ) (x x x )


         
2 22 1 1 3 4 3xf(x ) f(x ) x x         (ζέηνπκε ρ=0) 

0 3 0 3f( ) f( )       

 

8.     Δξγαζηείηε όκνηα κε ηελ 7 

 

9.     είλαη 
f

A R  θαη 

Αθνύ ε ζπλάξηε- 
ζε f είλαη 
παξαγσγίζηκε ζην 
 ρ0 = 0 ζα  είλαη  

0

0

0x

(f x) (f )
lim L R

x
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f (x) = 
4

3 x  =  
4

3x  =  

4

3

4

3

0

0

( x ) ,    x

x      ,     x

 









   

     Γηα  x < 0  είλαη     f ΄(x) = 
4

3
 (–x

4
1

3)


(–x)΄  = 
4

3
 (–x

1

3) (–1)  =  –
4

3
 (–x

1

3)= –
4

3

3 x  

     Γηα  x > 0 ,    f ΄(x) = 
4

3
 

4
1

3x


 = 
4

3

1

3x  =  
4

3

3 x = 
0x

lim


0

0

(f x) (f )

x




 = 

0x

lim


4

3 0( x)

x

 
  

                                  =  
0x

lim


1
1

3( x )

x




  

0x

lim


1

3( x )( x )

x

 
 =  – 

0x

lim


3 x  = 0        (1) 

     Γηα  x = 0 είλαη 
0x

lim


0

0

(f x) (f )

x




 = 

0x

lim


4

3 0x

x


 =  

0x

lim


1

3x  = 
0x

lim


3 x  =  0       (2) 

 Από ηηο  (1) , (2)         f ΄(0) = 0 

Η δεηνύκελε εθαπηνκέλε είλαη    y – f (0) = f ΄(0)(x – 0)       y – 0 = 0 x   y = 0    

 

10.      

Δίλαη 
f

A R  θαη f  (x) = 3 2x – 3 

Η εθαπηνκέλε  είλαη    ζηελ επζεία   y = 9x + 5     f  (x) = 9      

              3 2x –  3 = 9   3 2x  = 12   2x = 4          x = – 2    ή    x = 2 

  2f  = 
32( ) – 3. (– 2) + 5 = – 8 + 6 + 5 = 3 

 f (2)= 32 – 3. 2 + 5 =  8 – 6 + 5 = 7 
Άξα ηα  δεηνύκελα ζεκεία είλαη   Α(– 2, 3) ,  Β(2, 7) 

11.      

Δίλαη 
f

A R  θαη 
g

A R  

Δξγαδόκαζηε ζην    

f  (x) = 2αx + β ,     g΄(x) = –
2

1

x
 

Κνηλή εθαπηνκέλε ζηε ζέζε   
0

x = 1       1f  = g(1)   θαη f  (1) = g΄(1)     

         α + β + 2 = 1       θαη     2α + β = –1      α + β = –1    θαη     β = –1 – 2α   

        α  –1 – 2α = –1   θαη     β = –1 – 2α   α = 0    θαη     β = –1 

12.      

Δίλαη 
f

A R  θαη 
g

A R  

Δξγαδόκαζηε ζην    

   f  (x) = xe ,      g΄(x) = –2x – 1  

f  (0) = 0e = 1 

Δθαπηνκέλε ηεο   
f

C   ζην ζεκείν  Α(0, 1)    ε  :   y –  0f = f  (0) (x – 0)      

     y – 0e = 1(x – 0)    y – 1 = x          y = x + 1 

 

   Θα βξνύκε ηελ εθαπηνκέλε ηεο  
g

C ,  πνπ άγεηαη από ην ζεκείν  Α(0, 1) , ην νπνίν δελ 

   ηεο αλήθεη. 

    Δθαπηνκέλε ηεο   
g

C  ζε θάπνην ζεκείν ηεο   Λ(
0

x , g(
0

x ))  
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ε  :   y –g(
0

x ) = g΄(
0

x )(x –
0

x )         y – (– 2

0
x –

0
x ) = (–2

0
x – 1) (x –

0
x )    (1) 

Η  (ε)   δηέξρεηαη από ην  Α(0, 1)      1 – (– 2

0
x –

0
x ) = (–2

0
x –1) (0 –

0
x )      

        1 + 2

0
x + 

0
x  = 2 2

0
x  + 

0
x     2

0
x  = 1       

0
x = 1   ή   

0
x = –1 

Γηα  
0

x = 1    ε   (ε)   γίλεηαη   y – (– 21 – 1) = (–2.1– 1) (x – 1)     

     y + 2 = –3(x – 1)   y + 2 = –3x + 3 y  = –3x + 1 

Γηα  
0

x = –1   ε   (ε)   γίλεηαη   y – (–1 + 1) = (2 –1) (x + 1)     

 y = x + 1 ,  πνπ ζπκπίπηεη κε ηελ  ε . 

13.      
 
     Θα  βξνύκε  ηελ  εθαπηόκελε  ηεο Cf  ζην ζεκείν κε ηεηκεκέλε  ρ0=0 

     Από  ηε  ζρέζε  (1)  παίξλνπκε  2002 2003 2002x (f x) x x      

     2003 2002 2003 2002x (f x) x x         (2) 

     Από ηε ζρέζε  (2)  έρνπκε  γηα  ρ=0      0 0 0(f )   νπόηε  0 0(f )  

 Αλ  ρ>0   από  (2)
2003 2002 2003 2002x x (f x) x x

x x x x x

 
       

     2002 2001 2002 20010

0

x (f x) (f ) x
x x x x

x x x

  
     


. Όκσο 

     2002 2001

0x

x
lim( x x )

x


   2002 2001

0

0
x

x
lim( x x )

x


     

     νπόηε  από  θξηηήξην  Παξεκβνιήο ζα  είλαη 
0

0
0

0X

(f x) (f )
lim

x





(3) 

 Αλ  ρ<0   από  (2)
2003 2002 2003 2002x x (f x) x x

x x x x x

 
       

     2002 2001 2002 20010

0

x (f x) (f ) x
x x x x

x x x

  
     


. Όκσο 

     2002 2001

0x

x
lim( x x )

x


   2002 2001

0

0
x

x
lim( x x )

x


     

     νπόηε  από  θξηηήξην  Παξεκβνιήο ζα  είλαη 
0

0
0

0X

(f x) (f )
lim

x





(4) 

Από  (3),(4)  
0

0
0 0

0X

(f x) (f )
lim f( )

x


 


 

   Η εμίζσζε ηεο  εθαπηνκέλεο  ζην  ρ0=0  είλαη 

      0 0 0 0 0 0 0(f ) f( )(x ) (x )          (ε)  νπόηε  γηα λα  

      είλαη  ε  (δ)  εθαπηόκελε  ζην  ρ0=0  ζα  πξέπεη 

      
2 0 2

1 0 1

a a   
 

      
 

14.      
 
1.     Αλεμάξηεηε κεηαβιεηή ν ρξόλνο  t. 
 
2.     x = x(t)    ε ζπλάξηεζε πνπ εθθξάδεη  ηελ απνκάθξπλζε  (ΑΚ)    (Κ  ην θνπηί) 
        y = y(t)    ε ζπλάξηεζε πνπ εθθξάδεη  ηελ αλύςσζε  (ΛΚ) 
 
3      Γίλεηαη   x΄(t) = 3 
        Θέινπκε λα βξνύκε  ην ξπζκό κεηαβνιήο  y΄(t)    
 
4.     Από ηελ νκνηόηεηα ησλ ηξηγώλσλ   ΑΛΚ ,  ΑΒΓ     
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        παίξλνπκε   
5

y
 = 

20

x
         4y = x          4 y(t) = x(t)     

        4 y΄(t) = x΄(t)   4 y΄(t) = 3   y΄(t) = 
3

4
 m/sec 

15.      

Θεσξώ ηε ζπλάξηεζε 
x

xf
xg

)(
)(    κε 0 <α<β<γ  . Πξνθαλώο ηζρύνπλ : 

        g(α) = g(β) = g(γ) =1 

       Η g είλαη ζπλερήο ζηα [α, β} θαη [ β, γ] σο πειίθν ζπλερώλ ζπλαξηήζεσλ 

     Η g  είλαη παξαγσγίζηκε ζηα ( α, β) θαη  ( β , γ)  κε  
2

)().(
)(

x

xfxxf
xg


   (1) 

Δπνκέλσο ζύκθσλα κε ην ζεώξεκα Rolle ππάξρνπλ θ(α, β) θαη ι( β, γ), ώζηε : g΄(θ)=0 = g΄( ι) 

θαη ιόγσ ηεο ( 1)  πξνθύπηεη θ.f΄ (θ) =  f (θ)   θαη ι.f΄ (ι) =  f (ι)  (2) 

  

ii) Βξίζθνπκε ηνπο ζπληειεζηέο δηεύζπλζεο ησλ ΟΑ θαη ΟΒ :  

 
)(

)( )2(





 f

f


          θαη       

)(
)( )2(





 f

f
  

Δθόζνλ όκσο είλαη ζπλεπζεηαθά ηα ζεκεία Α, Β, Ο ζα ηζρύεη : ιΟΑ = ιΟΒ  δειαδή  

f΄( θ) =f΄(ι) 

Δθαξκόδνπκε ην Θ. Rolle  ζην [ θ, ι] , όπνπ ε f ΄ είλαη ζπλερήο θαη παξαγσγίζηκε :   

ππάξρεη ρ0  (θ ,ι) , ώζηε  f ΄΄ (ρ0 ) = 0 

16.      

Θεσξνύκε  ηε  ζπλάξηεζε  
3h(x) (f x) x  . 

 Η  h(x)  είλαη  ζπλερήο  ζην  ,     (ζαλ  δηαθνξά ζπλερώλ  ζπλαξηήζεσλ) 

 Δίλαη  
23h(x) f(x) x   νξίδεηαη  ζην  ,    θαηά  ζπλέπεηα ε ζπλάξηεζε  h(x) είλαη  

παξαγσγίζηκε  ζην  ,  . 

Από  (1)  πξνθύπηεη  όηη  h( ) h( )   . 

 Γηα  ηελ  h(x)  ηζρύνπλ  νη  πξνππνζέζεηο  ηνπ  .Rolle ζην  ,    ,θαηά  ζπλέπεηα  ππάξρεη  

 0
x ,     ώζηε  

0
0h(x )  . Γειαδή   

2

0 0
3f(x ) x   

17.      
 
α) Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε g(x) = f(x) - 2x , ε νπνία είλαη ζπλερήο ζην [α , β] σο  

    δηαθνξά ζπλερώλ ζπλαξηήζεσλ . Αθόκε είλαη g(α) = f(α) – 2α =2(β – α) > 0 θαη 

    g(β) = f(β) – 2β = -2(β – α) < 0 , αθνύ β > α . Άξα g(α)g(β) < 0 , επνκέλσο  

    ζύκθσλα κε ην ζεώξεκα Bolzano ε εμίζσζε g(x) = 0   f(x) = 2x , έρεη κία  

    ηνπιάρηζηνλ ξίδα  γ(α , β) . 

β) Δίλαη f(γ) = 2γ . Η ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο ζην [α , γ] θαη παξαγσγίζηκε ζην 

    (α , γ) νπόηε ζύκθσλα κε ην ζεώξεκα κέζεο ηηκήο ζα ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ  

    μ1 (α , γ) (α , β) ηέηνην ώζηε f ΄(μ1) = 
(f ) (f )  

 
= 2

 

  
 . 

    Δπεηδή ε f είλαη ζπλερήο ζην [γ , β] θαη παξαγσγίζηκε ζην (γ , β) , ζύκθσλα κε ην 

    ζεώξεκα κέζεο ηηκήο ζα ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ μ2 (γ , β) (α , β) ηέηνην ώζηε 
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    f ΄(μ2) = 
(f ) (f )  

  
= 2

  

  
 = 2

  

 
 . Άξα ππάξρνπλ μ1 , μ2 (α , β) ηέηνηα  

    ώζηε f ΄(μ1)f ΄(μ2) = 2
 

  
2
  

 
 = 4 . 

18.      

Αξθεί λα  δείμνπκε  όηη  ππάξρεη  έλα ηνπιάρηζην   

 0 2,  έηζη  ώζηε  3f( )   . 

Θεσξνπκε  ηε  ζπλάξηεζε  3g(x) (f x) x   

Δίλαη , ιόγσ  ππόζεζεο :  

 Η  g(x)  είλαη  ζπλερήο  ζην  0 2,    (ζαλ  δηαθνξά  

     ζπλερώλ  ζπλαξηήζεσλ) 

 Δίλαη  3g(x) f(x)       νξίδεηαη  ζην  0 2,   

     θαηά  ζπλέπεηα ε ζπλάξηεζε  g(x) είλαη   

     παξαγσγίζηκε  ζην  0 2, . 

 Δίλαη   0 0 3 0 2g( ) (f )


     

         θαη  2 2 3 2 8 6 2g( ) (f )


          άξα  0 2g( ) g( )  

     Γηα  ηελ  g(x)  ηζρύνπλ  νη  πξνππνζέζεηο  ηνπ  .Rolle ζην  

    0 2,   ,θαηά  ζπλέπεηα  ππάξρεη   0 2,   ώζηε  0g( )   . 

    Γειαδή   3 0 3g( ) f( ) f( )           

 

19.      

Η ζπλάξηεζε g είλαη παξαγσγίζηκε ζην R κε 
x x xg(x) e (f x) e f(x) e (f x) f(x)          

Σην δηάζηεκα  [0 ,4]  εθαξκόδεηαη ην Θ. Rolle γηα ηελ ζπλάξηεζε  g  δηόηη  

 g ζπλερήο ζην [0 , 4] 

 g παξαγσγίζηκε ζην (0 , 4) 

 

0

4

0 0 0
0 4

4 4 0

g( ) e (f )
g( ) g( )

g( ) e (f )

   


   

 

Άξα ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ έλα 
0

0 4x ( , )   ηέηνην ώζηε 
0

0g(x )  
0 0

0f(x )(f x )    

20.      
 

g(x
0 0 0 0

0) (f x ) (x )(x )              (1) 

α) g(α)=0  θαη g(β)=0            Θ.R γηα g: [α, x
0
]      g΄(μ

1
)=0 

g(x
0
)=0          [x

0
,β]      g΄(μ

2
)=0                      

.R

  g΄΄(μ)=0 

β) είλαη  g΄(x)=f΄(x)-γ(x-β)-γ(x-α)  θαη  g΄΄(x)=f΄΄(x)-γ-γ 

g΄(μ)=0
1

2 0
2

f (́́ ) f(́́ )             (2) 

(1) 
2

0 0 0

1

2

( )

(f x ) f (́́ )(x )(x )      

Σηελ  πξνο  απόδεημε  
ζρέζε 

3f( )    ζέηνπκε όπνπ 

μην  ρ θαη έρνπκε 

3f(x)    

3f(x)( x)    

 3 0(f x) x
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21.      
 

(α)x[f
'
(x)-2x] = f(x)-x2  x[f

'
(x)-2x]-[f(x)-x2=0  

     x[f(x)-x2]
'
-x

'
[f(x)-x2]=0 (x 0, αθνύ x(1,2)) 

2(f x) x

x

 
 
 

'
 =0 

Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε G(x)=

2(f x) x

x


  κε x[1,2]  

Η G είλαη ζπλερήο ζην [1,2] θαη παξαγσγίζηκε ζην (1,2) αθνύ ε f είλαη δύν θνξέο παξαγσγίζηκε 

ζην [1,2] κε 

G
'
(x)= 

2

2

2'x[f(x) x] [(f x) x

x

  
 Αθόκα:  G(1)=

1 1

1

(f )
=f(1)-1 θαη   

 G(2)=
2 4

2

(f )
=

2 1 2 4

2

(f ) 
=f(1)-1   Δπνκέλσο G(1)=G(2). 

Έηζη, από ην ζεώξεκα ηνπ Rolle, ππάξρεη έλα  ηνάρηζηνλ, x
0
(1,2), ώζηε 

G
'
(x

0
)=0  

2

0 0 0 0 0

2

0

2'x [f(x ) x ] [(f x ) x ]

x

  
=0 x

0
[f

'
(x

0
)-2x

0
]=f(x

0
)-x

2

0
 

Γειαδή ε εμίζσζε x[f
'
(x)-2x]=f(x)-x

2
έρεη κία, ηνπιάρηζηνλ, ξίδα ζην x

0
(1,2) 

 (β)Έζησ όηη ε εμίζσζε x[f
'
(x)-2x]=f(x)-x

2
 έρεη δύν ξίδεο ξ1 ,ξ2 (1,2)κε ξ1<ξ1. 

Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε h(x)= x[f
'
(x)-2x]-f(x)+x

2
.Η h είλαη ζπλερήο ζην [ξ1,ξ2] θαη παξαγσγίζηκε 

ζην (ξ1,ξ2), αθνύ f δύν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην [ξ1,ξ2], κε h
'
(x)=x(f΄΄(x)-2). Δπίζεο 

h(ξ1)=h(ξ2)=0.Δπνκέλσο, ζύκθσλα κε ην ζεώξεκα ηνπ Rolle, ππάξρεη έλα, ηνπιάρηζηνλ, 

μ(ξ1,ξ2) ηέηνην ώζηε, h
'
(μ)=0 μ[f

' '
(μ)-2]=0   μ=0 άηνπν, γηαηί μ(ξ1,ξ2) (1,2) ή f

' '
(μ)=2 

αδύλαην από ηελ ππόζεζε. 

Άξα, ε εμίζσζε h(x)=0 δελ κπνξεί λα έρεη πεξηζζόηεξεο από κία ξίδεο ζην (1,2). Δπνκέλσο, ε ξίδα 

x
0
 είλαη κνλαδηθή. 

(γ)Η εθαπηόκελε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο g(x)=f(x)-x
2

 ζην x
0
έρεη εμίζσζε: y-

g(x
0
)=g

'
(x

0
).(x-x

0
)  

     y-[f(x
0
)-x

2

0
]=[f

'
(x

0
)-2x

0
].(x-x

0
)  

     y=f(x
0
)-x

2

0
+xf

'
(x

0
)-2x

0
x-x

0
f

'
(x

0
)+2x

2

0
  

     y=[f
'
(x

0
)-2x

0
] x+f(x

0
)+x

2

0
-x

0
f

'
(x

0
) (2) 

Πξέπεη ην ζεκείν 0 (0,0) λα επαιεζεύεη ηελ (2). Οπόηε γηα x=0 θαη y=0 έρνπκε από ηε (2): 

0=f(x
0
)+x

2

0
-x

0
f

'
(x

0
) πνπ ηζρύεη γηαηί ζύκθσλα κε ην εξώηεκα (α), 

x
0
[f

' '
(x

0
)-2x

0
]=f(x

0
)-x

2

0
 x

0
f

'
(x

0
)-2x

2

0
=f(x

0
)-x

2

0
 f(x

0
)+x

2

0
-x

0
f

'
(x

0
)=0 

22.      
 

i) ε f  ζπλερήο ζην   ,  αθνύ είλαη πνιπσλπκηθή 

f  (–1) = 
41( ) – 20

31( ) –  25
21( ) –  (–1) + 1 = 1 + 20 – 25 + 1 + 1 = –2 

f (0) = 1 
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Άξα   f (–1) f (0) = –2 < 0 

Δπνκέλσο , θαηά ην ζεώξεκα Bolzano ,  ε εμίζσζε   f (x) = 0   έρεη κία ηνπιάρηζηνλ ξίδα   
1
    

ζην δηάζηεκα  (–1,  0)  

Οκνίσο ,  ε εμίζσζε   f (x) = 0   έρεη κία ηνπιάρηζηνλ ξίδα  
2
  ζην δηάζηεκα  (0,  1) 

ii) Δίλαη    f (x) = 4
3x – 60

2x – 50x – 1 

Έηζη ,  αξθεί  λα απνδείμνπκε , όηη  ε εμίζσζε   f (x) = 0  έρεη κία ηνπιάρηζηνλ  

ξίδα ζην δηάζηεκα  (
1
 ,

2
 ). 

f   ζπλερήο ζην δηάζηεκα   [
1
 ,

2
 ] 

f   παξαγσγίζηκε ζην  (
1
 ,

2
 )              Rolle       ε εμίζσζε   f (x) = 0  έρεη κία  

f (
1
 ) = f (

2
 ) = 0                                                    ηνπιάρηζηνλ ξίδα  ζην   (

1
 ,

2
 ) 

 

23.      
Γηα ηε  ζπλάξηεζε  f   ηζρύεη  θαλεξά  ην  Θ.Μ.Τ ζηα  δηαζηήκαηα 

1 2,     θαη  1 3,   .Καηά  ζπλέπεηα  ππάξρνπλ  ρ1  1 2,  θαη  ρ2  2 3,  ώζηε   

 1

2 1

2 1

(f ) (f )
f x


 


  θαη   2

3 2

3 2

(f ) (f )
f x


 


  (1) 

Λόγσ  ππόζεζεο  ε  ζπλάξηεζε  f   είλαη  2 θνξέο  παξαγσγίζηκε  ζην  δηάζηεκα  1 3,   . 

Καηά  ζπλέπεηα  

 Η  ζπλάξηεζε  f    είλαη  παξαγσγίζηκεζην   1 2
x ,x . 

 Ιζρύεη  όηη    1 2
f x f x   αθνύ  

        
 1

1 2

2 1 3 2
2 1 3 2

2 1 3 2

(f ) (f ) (f ) (f )
f x f x (f ) (f ) (f ) (f )

 
       

 
 

     2 2 1 3(f ) (f ) (f )    πνπ  ηζρύεη  ιόγσ  ππόζεζεο 

   Οπόηε  γηα  ηε  ζπλάξηεζε  f   ηζρύεεη  ην  ζεώξεκα  Rolle  ζην δηάζηεκα    
1 2

x ,x   . Καηά  

ζπλέπεηα  ππάξρεη  έλα  ηνπιάρηζην   
0

x    1 2 0
0x ,x : f x  . 

24.      

Η δνζείζα ηζόηεηα γξάθεηαη f (20) - f (10)  =  f(35) - f (25) 
20 10

20 10

(f ) (f )


=

35 25

35 25

(f ) (f )


. 

Δθαξκόδνπκε ην ζεώξεκα κέζεο ηηκήο γηα ηελ f ζηα δηαζηήκαηα [10 , 20] θαη [25 , 35]  

θαη ζπκπεξαίλνπκε όηη  ππάξρνπλ μ1 , μ2 ηέηνηα ώζηε f ΄( μ1) = f ΄( μ2) , κε μ1 (10 , 20)  

θαη    μ2 (25 , 35) . 

β) Δθαξκόδνληαο ην ζεώξεκα Rolle γηα ηελ  f ΄ ζην [μ1 , μ2] .έρνπκε όηη ππάξρεη έλα   

   ηνπιάρηζην     10 35,  : f  ΄΄   0     

25.     

  
α) f    ζπλερήο ζην [ 0, 2 ] 

     f    παξ/κε ζην ( 0 , 2).  Άξα ηζρύεη ην ΘΜΤ γηα ηελ f ζην [ 0, 2 ] θαη επνκέλσο    

     ππάξρεη  x
1
   ( 0, 2)   ( 0, 4) ηέηνην ώζηε f ' ( x

1
) = 

2 0

2 0

(f ) (f )


 = 

2

2
= 1 

β)  f   ζπλερήο ζην [ 2, 4]     θαη f    παξ/κε ζην ( 2, 4) 

 

1    χ1   2    χ2   3 
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     f(2) =f (4) = 2       ‘Αξα ηζρύεη ην Θ.R. γηα ηελ f  ζην [ 2, 4] θαη επνκέλσο ππάξρεη  

     x
2
  ( 2, 4) ηέηνην ώζηε f ' (x

2
) = 0. 

         Άξα ε f '  παίξλεη ηηο ηηκέο 0 θαη 1 θαη επεηδή f '  ζπλερήο ζην [ x
1
 , x

2
]  ( 0, 4)  

         ζύκθσλα κε ην ζεώξεκα ελδηάκεζσλ ηηκώλ αθνύ ην 1/4  είλαη κεηαμύ ηνπ 0 θαη 

         ηνπ 1 ζα ππάξμεη μ  ( x
1
, x

2
) ( 0, 4) ώζηε f ' (μ) = 1/4 . 

γ)  f δπν θνξέο παξ/κε ζην [ 0, 4] .’Αξα ε f '  παξ/κε ζην [ 0, 4] .Δπνκέλσο ηζρύεη ην   

     Θ.Μ.Τ  γηα ηελ f ' ζην [ x
1
, μ ] ( 0, 4)     x

1
     2   μ      x

2
    4                                                                   

     Άξα ππάξρεη x
0
  ( x

1
, μ ) ( 0, 4) ηέηνην ώζηε  f '' ( x

0
) = 1

1

' 'f( ) f(x )

x

 

 
 = 

1

1 4 1/

x



 
= 

1

3 4/

x



 
 <0 

26.      
 

α) Βξίζθνπκε πξώηα όηη f(x) = εκx , νπόηε ζα δείμνπκε όηη ππάξρεη μ (α , α+1) 

           ηέηνην ώζηε  εκ(εκ(α+1)) – εκ(εκα) = ζπλ(εκμ)ζπλμ . Δθαξκόδνληαο ην  

           ζεώξεκα κέζεο ηηκήο γηα ηελ ζπλάξηεζε h(x) = εκ(εκx) ζην [α , α+1] 

           παίξλνπκε ην δεηνύκελν . 

      β) Αξθεί λα δείμνπκε όηη 0 < e e  < e(γ – β) . Δθαξκόδνπκε ην ζεώξεκα 

          κέζεο ηηκήο γηα ηελ g(x) = eεκx ζην [β , γ] . 

 

27.      
 

Ιζρύεη  από  ππόζεζε  όηη  g(x) x g(x) x g(x) x        

2

2 2

: x g(x) x g(x)( x) g(x) x
g(x) x g(x)( x) g(x) x

x x

     
        

 

A
x xg(x) g(x) g(x)

ce g(x) ce x
x x x


 

      
   

  (1)  
2 2

x ,
  

  
 

 

 Γηα  ρ=0  ε  (1) 00 0 2017g( ) ce c


     .Οπόηε  από  (1) 2017 xg(x) e x    

 

29.      
 Πνι/δνπκε ηε δνζκέλε ζρέζε  κε  ρ+1 , νπόηε γξάθεηαη  ηζνδύλακα  

                   
2 2

1 2 1 1 2 1x xx f x x f x x e x f x x f x x e                

           
 

2
1

1 1 1

: x

xx f x f x x f x x e  



      

     

 

     
2

1

1 1 11

x x
x f x f x f x f x f x

e e
x x xx

 

  
     

     

   1  

Θέησ  
 

 
1

f x
g x

x



 νπόηε ε  (1)  γξάθεηαη 

        
2

1

x xe   :e
x x xg x g x e   g x e g x e   


 

      
     

2 2

1
x x

x x

g x e g x e

e e
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 2 2 1 1

2 2 2 1 2

x x
x x x x

x x

g x g x f xe e
= c g x e ce  e ce

xe e

 
 

    
                    

 

       
1

1 1 2
2

x xf x x e c x e         

  
 2

1 3
0 2

2 2
f c c



      νπόηε  από  (2) έρνπκε       
1

1 2 1
2

x xf x x e x e      

 

29.      
 

α) Από (1) θαη (2) έρνπκε: 
(f x ) (f x )f '(x)e (f '(x)e )'     

       h(x)      =      h΄(x)           h(x) =c xe  
x

h(x )

e
= c  

β) h(x) =c xe  (f x ) xf '(x)e c e    

Γηα x=0  : 0 02 2e c e c      Αξα 2(f x ) xf '(x)e e    

1
2 2 1(f x ) x (f x ) x

1
(e )' ( e )' e e c      για x 0  : c         

Άξα 2 1 2 1(f x ) x x 1
e e (f x) ln( e )  ,  x ln

2
       

 

30.    

Σην δηάζηεκα     είλαη    f  (x)  =  (
2 1

x

x 
)΄  =  

2 2

2 2

1 1

1

x(x ) x(x )

[x ]

   


 

                                     =  
2

2 2

1 2

1

x x. x

[x ]

 


 =  

2

2 2

1

1

x

[x ]




 

f  (x) = 0          1 – 2x  = 0             x = – 1   ή   x = 1 

f  (x)  > 0         1 – 2x  > 0           – 1 <  x  < 1 

Τν πξόζεκν θαη νη ξίδεο ηεο   f  ,  όπσο  θαη ε κνλνηνλία  ηεο   f   θαίλνληαη ζηνλ πίλαθα 
 
 
 
 

 

31.      
 

i)    
f

D = (–1,  + ) ,  αθνύ πξέπεη  x + 1 > 0 

       Γηα θάζε  x (–1,  + )   είλαη   f  (x) = xe + 
1

1x 
 > 0,   άξα  f  γλεζίσο   

       αύμνπζα 

ii)    Η εμίζσζε   xe = 1 –  ln(x + 1)   γξάθεηαη   xe – 1 + ln(x + 1) = 0      f (x) = 0 

   Αιιά   f (0) = 0e – 1 + ln(0 + 1) = 1 – 1 + ln1 = 0,  άξα  ην  0  είλαη  ξίδα ηεο  f . 

       Καη επεηδή  f   γλεζίσο αύμνπζα ,  ε ξίδα είλαη κνλαδηθή. 

 

32.      
 

    x –                – 1                 1                 +   

f  (x)             –         0         +       0        – 

f (x)                                          
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i) Η  f  είλαη  ζπλερήο ζην  [–1,  1]  ζαλ πνιπσλπκηθή.  

Γηα θάζε  x (–1,  1)  είλαη   f  (x) = 3 2x – 3 = 3( 2x – 1) < 0,   άξα  f  γλεζίσο θζίλνπζα . 
 

ii)Τν ζύλνιν ηηκώλ ηεο  f  ζα είλαη ην δηάζηεκα  f ( [–1,  1] ) =  [ f (1),  f (–1)] 

Αιιά   f (1) = 31 –3.1 + α = α – 2      

θαη   f (–1) = 
31( ) – 3.( –1) + α  =  –1 + 3 + α = α + 2 

Άξα   f ( [–1,  1] ) = [α – 2 ,   α + 2] 
 

iii) f (–1) f (1) = (α + 2)( α – 2) = 2 – 4 < 0    αθνύ   – 2 < α  < 2 . 

Καη επεηδή  f  ζπλερήο , θαηά Bolzano ,  ε εμίζσζε  f (x) = 0 ,  δειαδή  ε   
3x – 3x + α = 0 ,  ζα έρεη ξίδα ζην  δηάζηεκα  (–1,  1). 

Καη αθνύ  f  γλεζίσο θζίλνπζα ,  ε ξίδα ζα είλαη κνλαδηθή. 

 

33.      

i)    Πξέπεη   2x – 1  0         x  – 1    θαη   x  1.    

Άξα  
f

D = (– ,  –1)  (–1,  1)  (1,  + ) 

f  (x) = 
3 2 3 2

2 2

9 1 9 1

1

(x x) (x )(x x)(x )

(x )

     


  

          = 
2 2 3

2 2

3 9 1 9 2

1

( x )(x )(x x)x

(x )

   


  

          = 
4 2 2 4 2

2 2

3 3 9 9 2 18

1

x x x x x

(x )

    


 = 

4 2

2 2

6 9

1

x x

(x )

 


 = 

2 2

2 2

3

1

(x )

(x )




 > 0 

Άξα ε  f   είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζε θαζέλα από ηα δηαζηήκαηα  ηνπ πεδίνπ  
νξηζκνύ ηεο . 

x
lim


f (x) = 
x
lim


3

2

x

x
 = 

x
lim


x = –  

1x
lim



( 3x – 9x) = 
31( ) – 9(–1) = –1 + 9 = 8 > 0     

θαη   
1x

lim


( 2x – 1) = 0  κε  2x – 1 > 0           Άξα     
1x

lim


f (x) =  +  

Δπνκέλσο   f ((– ,  –1)) =  (– ,  + ) 

Οκνίσο      f ((–1,   1)) =  (– ,  + )     θαη    f ((1,  +  )) =  (– ,  + ) 
 

ii)    Γηα θάζε  x 1     ε εμίζσζε   f (x) = α         
3

2

9

1

x x

x




 = α    

                       3x – 9x = α 2x – α     3x – α 2x – 9x + α = 0 

Διέγρνπκε κήπσο νη αξηζκνί  –1   ή   1    είλαη ξίδεο   ηεο   3x – α 2x – 9x + α = 0. 

       Γηα ηνλ   –1 :    
31( ) – α

21( ) – 9(–1) + α = 0 

                                  –1 – α + 9 + α = 0      8 = 0   πνπ είλαη άηνπν 

       Γηα ηνλ    1 :     31 – α 21 – 9.1 + α = 0  1 – α – 9 + α = 0    – 8 = 0   πνπ είλαη άηνπν 

 
Δπεηδή ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο  ζπλερνύο , ζε θαζέλα από ηα ηξία δηαζηήκαηα  

(– ,  –1),   (–1,  1) ,    (1,  + ) ,  ζπλάξηεζεο  f  είλαη  ην   (– ,  + ),  ε επζεία   

y = α  ζα ηέκλεη ηε  
f

C   ζε ηξία ζεκεία . 

Άξα ε εμίζσζε  f (x) = α   ζα έρεη  ηξεηο ξίδεο. 

Καη επεηδή ε  f   είλαη  γλεζίσο αύμνπζα ζε θαζέλα από ηα δηαζηήκαηα ,  νη ηξεηο ξίδεο ζα είλαη 
κνλαδηθέο. 
 

34.      
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i)  f  (x)  =  2ζπλx + 
2

1

x
 - 3  =  

3 2

2

2 3 1x x

x

   


       (1) 

Αιιά     2 3 x – 3 2 x + 1 =  2 3 x – 2 2 x – 2 x + 1  

             =  2 2 x ( x – 1) – ( 2 x – 1)  =  2 2 x ( x – 1) – ( x – 1)(  x + 1) 

            =  ( x – 1) (2 2 x –  x – 1) 


 ( x – 1) 2 ( x +
1

2
)( x – 1) 

                                                   =  ( x – 1
2)(2 x + 1)  >  0   ζην   0

2
,  

 
 
 

 

     Γ = 1 + 8 = 9 ,      x = 
1 9

4


 = 

1 3

4


 = 1   ή   – 

1

2
 

(1)      f  (x) > 0   ζην   0
2

,  
 
 
 

,    θαη επεηδή  f  ζπλερήο ζην  0
2

,  
 


 

,  ζα είλαη  

f   γλεζίσο αύμνπζα ζην  0
2

,  
 


 

 

ii)Γηα θάζε  x 0
2

,  
 
 
 

  είλαη  0 < x < 
2


  θαη επεηδή f  γλεζίσο αύμνπζα ζην  0

2
,  

 


 
  

ζα έρνπκε   f (0)  f (x)         2εκ0 + εθ0 – 3. 0   2εκx + εθx – 3x 

                      0   2εκx + εθx – 3x  3x   2εκx + εθx  

 

35.      

Η ζπλάξηεζε  f   είλαη  παξαγσγίζηκε  ζην  0
2

,
 
 
 

  κε 

 2 2 2 2f(x)          

Δίλαη  0f(x)     
0

22 2 0

2

   ή x   ή

2 πημχ x
4

  
    

      
  

 

 

     Γηα  θάζε  0
2

x ,
 

 
 

 είλαη  ζπλρ>0 , άξα ην πξόζεκν ηεο  f(x)  εμαξηάηαη  κόλν από ην 

πξόζεκν ηνπ  2 2   

     Η ζπλάξηεζε h(x) x    είλαη  γλεζίσο  αύμνπζα  ζην  0
2

,
 
 
 

 

νπόηε : αλ  0
4

x ,
 

 
 

 είλαη  
2

4 4 2
x x x

 
         2 2 0 0f(x)      

     αλ  
4 2

x ,
  

 
 

 είλαη  
2

4 4 2
x x x

 
         2 2 0 0f(x)     . 

Έηζη  έρνπκε  ηνλ  πίλαθα     
               κεηαβνιώλ 

Σύκθσλα κε ηνλ πίλαθα  κεηαβνιώλ έρνπκε 

   Τ.Διάρηζην 
2 2 2 2

4 4 4
f
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4 2 1

2


 ,άξα 

    Τ.Μέγηζην  0 2 2(f )          Τ.Μέγηζην  1 2
2

(f )


   

 

36.      
 

Θεσξνύκε  ηε  ζπλάξηεζε         h(x) (f x) g(x)   

Δίλαη   2 0xh(x) f(x) g(x) x e


       . 

Καηά  ζπλέπεηα ε ζπλάξηεζε  h(x)  είλαη  γλεζίσο  αύμνπζα,νπόηε 

Γηα  θάζε   0x ,   είλαη  0 0 0 0
h

x h(x) h( ) (f x) g(x) (f ) g( )


        0 0(f ) g(x) g( ) (f x)    

 

37.      
 

α)Θεσξνύκε   ηε  ζπλάξηεζε  g(x) f(x) (f x)  .Δίλαη  0
u

g(x) f(x) f(x)


      

Όκσο ε ζπλάξηεζε  g   είλαη  γλεζίσο  αύμνπζα ,νπόηε  έρνπκε 

    Γηα  ρ < 0  είλαη  0 0 0 0g(x) g( ) f(x)(f x) f( )(f ) f(x)(f x) f(x) (f x)              

    Γηα  ρ > 0  είλαη  0 0 0 0g(x) g( ) f(x)(f x f( )(f ) f(x)(f x) f(x) (f x)              

 

β) Δίλαη  
2 2

xx x

x x x

e f(x) (f x)e f(x) e (f x) f(x) (f x)
h(x)

e e e

          νπόηε 

    Γηα  ρ < 0  είλαη  f(x) (f x)    άξα  θαη  0h(x)    δειαδή  ε  h είλαη  γλεζίσο  αύμνπζα 

    Γηα  ρ > 0  είλαη  f(x) (f x)    άξα  θαη  0h(x)    δειαδή  ε  h είλαη  γλεζίσο  αύμνπζα. 

 

38.      

α) Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε h(x) = ln(x+1) - x + 
2

2

x
+

1

5
 , x 0 . Δίλαη :  

      h΄(x) = 
1

1x 
-1+x = 

2

1

x

x 
>0  γηα x > 0 θαη επεηδή ε h είλαη ζπλερήο ζην [0 , + ) 

     πξνθύπηεη όηη ε h είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην [0 , + ) . Έηζη γηα θάζε x 0 είλαη : 

     h(x)  h(0)  ln(x+1) - x + 
2

2

x
+

1

5
 ln1-0+0+

1

5
  ln(x+1) - x + 

2

2

x
+

1

5


1

5
 

       ln(x+1) - x + 
2

2

x
+

1

5
> 0   ln(x+1) > x - 

2

2

x
- 

1

5
 . 

β) Παξαγσγίδνπκε ηα δύν κέιε ηεο δνζείζαο ηζόηεηαο θαη παίξλνπκε :  

    5[f(x)]4f ΄(x)+6[f(x)]2f ΄(x)+3f ΄(x) = ln(x+1) +1 -
4

5
- x + 

2

2

x
  

    f ΄(x)( 5[f(x)]4+6[f(x)]2+3 ) = ln(x+1) - x + 
2

2

x
+

1

5
   (*)  ,  x 0  . 

   Η παξάζηαζε  5[f(x)]4+6[f(x)]2+3 έρεη ζεηηθό πξόζεκν γηα θάζε x 0 σο άζξνηζκα  

   δύν κε αξλεηηθώλ θαη ελόο ζεηηθνύ αξηζκνύ . Τν 2ν κέινο έρεη  ζεηηθό πξόζεκν 

   γηα θάζε x 0 ιόγσ ηνπ (α) θαη ζπλεπώο από ηελ  (*) πξνθύπηεη f ΄(x) > 0 γηα θάζε   

   x 0 , νπόηε ε f  είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην [0 , + ) . 

 

χ   0        π/4         π/2 

 

f         -               + 

f  

  τ.μ.          τ.ε.          τ.μ. 
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39.      
 

Αθνύ ε  f  είλαη παξαγσγίζηκε  ζην  R  ,αλ παξνπζηάδεη ζην ρ0 ηνπηθό  αθξόηαην ,ζα  έρνπκε  

ζύκθσλα κε ην ζεώξεκα ηνπ FERMAT όηη 
0f (x ) 0  .     (1) 

Με παξαγώγηζε ηεο δνζκέλεο ηζόηεηαο έρνπκε 

x 1 42f (x)f (x) 2001f (x) e 5x 2001      θαη  γηα  ρ=ρ0  γξάθεηαη 

0x 1 4

0 0 0 02f (x )f (x ) 2001f (x ) e 5x 2001
    

 1

 0x 1 4

0e 5x 2001 0

    

Άηνπν  αθνύ  0x 1 4

0e 5x 2001 0

   . 

Καηά  ζπλέπεηα  ε  ζπλάξηεζε  f   δελ  έρεη  αθξόηαηα. 

40.      
 

Θεσξνύκε   ηε  ζπλάξηεζε  2g(x) f (x) ln x 2 g(e ) 0     .     (1) 

 Δίλαη  
x

1
)x(f)x(g    νπόηε   ε  ζπλάξηεζε  g   είλαη  παξαγσγίζηκε  ζην    

    δηάζηεκα   ,e ,άξα  ζα  είλαη  παξαγσγίζηκε  θαη  ζην  
2

0 ex  . 

  Από  ηε  ζρέζε  (1)  πξνθύπηεη  όηη  ε  ζπλάξηεζε  g   έρεη  αθξόηαην   ζην  2

0x e  

Καηά  ζπλέπεηα  από  ην  ζεώξεκα  ηνπ  Fermat  έρνπκε  

2g (e ) 0    άξα   2

2

1
f e 0

e
    2 2e f (e ) 1 0    

41.      
Η  εμίζσζε  γξάθεηαη      ρ4 -  2ρ3+30ρ2+ρ+2=0. 

Θεσξνύκε  ηε  ζπλάξηεζε  f(x)=  ρ4 -  2ρ3+30ρ2+ρ+2 

 Έζησ ε  εμίζσζε  f(x)=0  έρεη  3  (ή   θαη  πεξηζζόηεξεο)  ξίδεο,έζησ  ξ , μ ,ζ. Γειαδή 

f ( ) f ( ) f ( ) 0           (1) 

Γηα  ηε  ζπλάξηεζε  f ηζρύεη  ην  Θ.Rolle  ζηα  δηαζηήκαηα  (ξ , μ ) 

θαη     ,    αθνύ 

 Η ζπλάξηεζε  f   είλαη  ζπλερήο  ζην  R  ζαλ  πνιπσλπκηθή , άξα  θαη  ζηα  δηαζηήκαηα   ,    

θαη   ,   . 

 3 2f (x) 4x 6x 60x 1      νξίδεηαη  ζην  R  θαη  θαηά  ζπλέπεηα  ε 

      ζπλάξηεζε  f  είλαη παξαγσγίζηκε  ζηα  δηαζηήκαηα   ,   θαη  ,   

 Δίλαη   f ( ) f ( ) f ( )       (ιόγσ  (1) ) 

Καηά  ζπλέπεηα  ππάξρνπλ  ρ1 , ρ2 

ζηα  δηαζηήκαηα   ,   θαη  ,   

ώζηε  
1 2f (x ) f (x ) 0     (2) 

 

   ρ    χ1       ξ       χ2     θ 
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Γηα  ηε ζπλάξηεζε  f   ηζρύεη  ην  Θ.Rolle   ζην δηάζηεκα   1 2x ,x  αθνπ 

 Η ζπλάξηεζε  f   είλαη  ζπλερήο  ζην  .. ζαλ  πνιπσλπκηθή , άξα  θαη  ζην  δηάζηεκα   21 x,x    

 60x12x12)x(f 2   νξίδεηαη  ζην  R  θαη  θαηά  ζπλέπεηα  ε 

      ζπλάξηεζε  f  είλαη παξαγσγίζηκε  ζην  δηάζηεκα   21 x,x  

 Δίλαη  
1 2f (x ) f (x )     (ιόγσ  (2)) 

Καηά  ζπλέπεηα  ππάξρεη  ρ0  ζην  δηάζηεκα    1 2x ,x   ώζηε  
0f (x ) 0     

Απηό  όκσο  είλαη  άηνπν  αθνύ  ε  εμίζσζε   

 2 2 2f (x) 12x 12x 60 0 12 x x 5 0 x x 5 0              

δελ  έρεη  πξαγκ.  ξίδεο  αθνπ  Γ=-19<0. 

Καηά  ζπλέπεηα  ε   εμίζσζε      ρ4   =  2ρ3-30ρ2-ρ-2   έρεη  δύν ην πνιύ  πξαγκ. ξίδεο 

42.      
 Έζησ  ε ζπλάξηεζε  g   έρεη έλα  αθξόηαην  ζ΄έλα  ζεκείν  

0x R . 

 Η  ζπλάξηεζε   g   παξαγσγίζηκε  ζην  R   ,άξα  θαη  ζην  ρ0. 

     Καηά  ζπλέπεηα  από  ην  Θεώξεκα  Fermat   ζα  ηζρύεη  

    0)x(g 0    (2) 

     Παξαγσγίδνπκε  ηε  ζρέζε  (1)  θαη  έρνπκε 

 2007 2001 3 21 1
3 2008

3 2

  
      

 
g (x) g (x) g(x) x x x   

2006 2000 22007 2001 3       g (x)g(x) g (x)g(x) g(x) x x  

       κε  Rx , νπόηε  γηα  ρ=ρ0 

        έρνπκε    2006 2000 2

0 0 0 0 0 0 02007g (x )g (x ) 2001g (x )g (x ) g (x ) x x 3          

2

0 0x x 3 0     πνπ  είλαη  άηνπν  γηαηί  2

0 0x x 3 0     , 

 αθνύ   Γ=-11<0.   Καηά  ζπλέπεηα  ε  ζπλάξηεζε  g   δελ  έρεη   αθξόηαηα. 

43.      
α) f ΄(x) = 4x3 – 12x2 +10x = 2x(2x2 – 6x + 5) . Τα δεηνύκελα θαίλνληαη ζηνλ 

           πίλαθα πνπ αθνινπζεί :  

 

 

     

 

 

 

 

x -                                  0                                 +  

f ΄(x)                   –                  0                  +  

 

f(x) 

 

                                     ν.ε. 

                                 f(0) = - α  
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 β) Τν ζύλνιν ηηκώλ ηεο f είλαη ην f( ) = f((- , 0)) f([0 , + )) =  

           = (
x 0
lim


f(x) ,

x
lim


f(x)) [f(0) ,
x
lim


f(x)) = (-α , + ) [-α , + ) = [-α , + ) . 

 γ) Δπεηδή 0(-α , + ) θαη 0[-α , + ) θαη ε f είλαη γλεζίσο κνλόηνλε ζε  

          θαζέλα από ηα δηαζηήκαηα (- , 0) , [0 , + )  ε f(x) = 0 έρεη αθξηβώο 2 ξίδεο 

          ζην R . 

44.      
 

α) Πξέπεη x > 0 , άξα ην πεδίν νξηζκνύ ηεο f είλαη ην Α = (0 , +) . Γηα θάζε x > 0 

    έρνπκε  f ΄(x) = (x2)΄lnx + x2(lnx)΄ = 2xlnx + x = x(2lnx + 1) . 

    Δίλαη f ΄(x) = 0   x(2lnx + 1)  2lnx + 1 = 0  x = 
1

2e


  θαη f ΄(x) > 0   

    2lnx + 1 > 0  x > 
1

2e


 ( αθνύ  x > 0) . Τν πξόζεκν ηεο f ΄(x)  θαίλεηαη ζηνλ  

    παξαθάησ πίλαθα :  

 

 

x  0                       
2

1


e                       + 

f ΄(x)       -                   0               + 

f(x)  

                       o.ε.        

 

    Έηζη ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην (
1

2e


 , + ) θαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην 

    (0 , 
1

2e


 ] , ελώ παξνπζηάδεη θαη  νιηθό ειάρηζην  ζηε ζέζε 
1

2e


 ην 

    f(
1

2e


) = (
2

1


e  )2ln
2

1


e  = e – 1 ( 2

1


) = e2

1

 . 

β) Γηα θάζε x > 0 έρνπκε  f ΄΄(x) = (x)΄(2lnx + 1) + x(2lnx + 1)΄ = 2lnx + 3  θαη  

    f ΄΄(x) = 0  2lnx + 3  = 0   x = 
3

2e


.  Τν πξόζεκν ηεο f ΄΄(x)  θαίλεηαη ζηνλ  

    παξαθάησ πίλαθα :  

 

x 
0                                            

3

2e


 + 

f ΄΄(x)  -       0 + 

f(x)  

                                      Σ.Κ.               

 

    Έηζη ε f ζηξέθεη ηα θνίια θάησ ζην (0 ,
2

3


e ) θαη άλσ ζην [
2

3


e  , + ) , ελώ ε Cf     

    έρεη  ζεκείν θακπήο ην (
3

2e


, f(
3

2e


)) δειαδή ην (
3

2e


 , 
3

3

2e


) . 

γ)  Η f είλαη ζπλερήο ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο Α θαη έρεη νιηθό ειάρηζην ην 
1

2e


 .  



επαλάιεςε - 2                                                                                                                         63  
… Πρϊξεισ παιδεύασ ! 
 

    Παξαηεξνύκε όηη 
x
lim


f(x) = 
x
lim


x2
x
lim


lnx = (+ )(+ ) = + . Η πξνβνιή  

    ηεο Cf ζηνλ y΄y  (αλεμάξηεηα από ηελ ζπκπεξηθνξά ηεο f θνληά ζην 0) ζα είλαη ην  

      ην [
1

2e


 , + ) = f(A) . 

45.      
 

Πνιιαπιαζηάδνπκε  ηε  δνζκέλε  ζρέζε  κε  ρ  θαη  έρνπκε  :  

x5)x(f)x(fx         ή 

x5x)x(fx)x(f      ή (δηαηξνύκε  κε  ρ2) 

ή   
x

x5

x

x)x(fx)x(f
22




   











xln5

x

)x(f
    νπόηε  

f (x)
5ln x c

x
    

(κε  c R)  ή  f (x) 5xln x cx    νπόηε  
1

f (x) 5ln x 5x c 5ln x c 5
x

        
5

f (x) 0
x

     

γηα  θάζε   x 0,  . 

Άξα  ε  
fC  ζηξέθεη  ηα  θνίια  άλσ  ζην   0,   θαη  θαηά  ζπλέπεηα  ε εθαπηόκελε  ηεο  fC  ζε  

θάζε  ζεκείν  ηεο , βξίζθεηαη  θάησ από  ηελ fC .   

 

46.      
Γηα ηελ f έρνπκε όηη έρεη πεδίν νξηζκνύ ην D(f)=R, επίζεο όηη είλαη δύν θνξέο παξαγσγίζηκε ζε 

απηό. 

     

   

      

     

f x
x

x x

f x x x

4
3

2 2 4 5 7

4 4 2 4 5

3
2 2 3

2 2

   

   .

 

H εμίζσζε ηώξα   f x 0 έρεη δηαθξίλνπζα ηελ  2

1 16 4 5      . Τν ηξηώλπκν όκσο 

2 4 5   έρεη δηαθξίλνπζα ηελ 
2 4 0     θαηά ζπλέπεηα ζα είλαη 

2 4 5 0,    νπόηε 

ζα έρνπκε 
1 0, R   . Σπλεπώο  ε εμίζσζε  f x 0    

δελ έρεη ξίδα πξαγκαηηθό αξηζκό, θαη γηα ην ιόγν απηό ε γξαθηθή ηεο παξάζηαζε δελ ζα 

παξνπζηάδεη ζεκεία θακπήο. 

47.      
 

α) Γηα θάζε x R έρνπκε : 

    g΄(x) = f ΄(x)e–2x -2f(x)e–2x , g΄΄(x) = f ΄΄(x)e–2x - 2f ΄(x)e–2x -2f ΄(x)e–2x + 4f(x)e–2x = 

    = e–2x( f ΄΄(x) - 4f ΄(x) +4f(x) ) . Από ηελ ππόζεζε γηα θάζε x R  είλαη  

    f ΄΄(x) > 4(f ΄(x)-f(x))  f ΄΄(x) - 4f ΄(x) +4f(x) > 0 θαη επεηδή e–2x > 0 ζα είλαη  

    g΄΄(x) > 0 γηα θάζε x , ζπλεπώο ε g είλαη θπξηή ζην R . 

 

β) Ιζρύνπλ f ΄(xν) = 0 ( ζεώξεκα Fermat ) θαη f(xν) = 0 .Δπεηδή g(x) = f(x)e–2x θαη  

    e–2x > 0 αξθεί λα δείμνπκε όηη g(x)  0 , γηα θάζε x R  . 

    Η g είλαη θπξηή ζην   άξα ε g΄ είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην  . Έηζη έρνπκε : 

     Γηα x > xν  g΄(x) > g΄(xν)   g΄(x) > f ΄(xν)  -2f(xν) 02x
e
    g΄(x) > 0 . 

     Γηα x < xν   g΄(x) < g΄(xν)   g΄(x) < f ΄(xν) 02x
e
  -2f(xν) 02x

e
    g΄(x) < 0 . 

      g΄(xν) = f ΄(xν)
02x

e


 -2f(xν)
02x

e


= 0 . 



επαλάιεςε - 2                                                                                                                         64  
… Πρϊξεισ παιδεύασ ! 
 

    Άξα ε g  παξνπζηάδεη νιηθό ειάρηζην ζηε ζέζε xν , ην g(xν) = f(xν)
02x

e


= 0 ,  

    ζπλεπώο γηα θάζε x R είλαη g(x)   g(xν)   g(x)  0 . 

 

48.      

 

 Αλ 0x  ζην δηάζηεκα [ρ , 0] ηζρύεη ην Θ.Μ.Τ. νπόηε ππάξρεη ox  κεηαμύ ηνπ ρ θαη ηνπ 0 ώζηε: 

0

)0()(
)(/






x

fxf
xf o =

x

xf )(
. Σην ζεκείν απηό ρξεζηκνπνηνύκε ηε κνλνηνλία ηεο /f  ε νπνία 

είλαη γλεζίσο αύμνπζα αθνύ f  θπξηή ζην IR σο εμήο: ρ<ρν<0 άξα / / /

of (x) f (x ) f (0)     

/ /f (x)
f (x) f (0)

x
   πνιιαπιαζηάδνπκε ηελ πξώηε αληζόηεηα κε ην αξλεηηθό ρ , αιιάδνληαο ηε 

θνξά ηεο : )()(/ xfxxf   επνκέλσο: 0)( xg  γηα θάζε ρε(- ,0). 

   Με ηνλ ίδην ηξόπν αλ ρ>0 ζα ζπκπεξάλνπκε όηη: 0)( xg  γηα θάζε ρε (0,+  ). 

 

49.      
 

α) Δπεηδή ε επζεία y=3x+6  είλαη αζύκπησηε ηεο Cf ζην + , έρνπκε  

     
x
lim


f (x)

x
=3 θαη 

x
lim


[ f(x)-3x]=6 . 

β) Έρνπκε : 
2x

f (x) 4x
lim 2

x f (x) 3x 5x

  


  


x

f (x)
4

xlim 2
f (x) 3x 5

  


 

    

      
x

x

f (x)
lim 4

x 2
lim (f (x) 3x) 5





  


 

    
3 4

2
6 5

  



    3κ=18   κ=6 . 

 

50.      
 

Η  f  έρεη  πεδίν  νξηζκνύ   A 0,   

        
2

2

x 0 x 0 x 0

ln x x 1
lim f x lim lim ln x x

x x    


          ,άξα ε επζεία  ρ=0 

είλαη  θαηαθόξπθε  αζύκπησηε 

 
   

 

DH

0
22 0

2 2x x x x x2

1
2xln x xf x ln x x 1xlim lim   lim lim lim 1 0 1 1 x R

x x 2x 2x
x

    

   
           

  
 

       
 

 

DH

2 2 2

x x x x x x

1
ln xln x x ln x x x ln x xlim f x x lim x lim lim  lim lim

x x x 1x





     

   
        

 
 

x

1
lim 0

x
  .  Άξα  ε  επζεία  x    είλαη πιάγηα  αζύκπησηε  ηεο f  ζην  .    

 

51.      
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      Δπεηδή ε  ε : y = 2x – 1 είλαη αζύκπησηε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f ζην + , 

      ζα είλαη 
x
lim
 x

xf )(
= 2 θαη 

x
lim (f(x) – 2x) = -1 . Έρνπκε ινηπόλ :  

      
x

lim
x

xf )(
= 2   

x
lim

xx

xx

22

2



 
 = 2 

x
lim

1

x
1

1 2
x

 



= 2 
01

0




= 2α = 2  

       θαη 
x

lim (f(x) – 2x) = -1
x
lim


(
22x x

x 2




 - 2x ) = -1 

x
lim
 2

4





x

xx 
= -1   

        
x
lim


x

1
21

4



 
= -1 

4

1 0




= -1  β = -5  (είλαη 

x
lim


1

x
= 0) . 

52.      

 
i)  κε αληηθαηάζηαζε ζηελ δηπιε αληζνηηθή παίξλνπκε 6   

 

ii)  κε ΚΠ παίξλνπκε όηη y 6x 4    

είλαη  ΠΑ ηεο f ζην   

 

iii)  εξγαζηείηε όπσο ζην ζέκα  49 

53.      

i Θέηνληαο όπνπ ρ ην 
1

x
 ζηε ζρέζε    

1
2f x f 3x 1

x

 
  

 
 έρνπκε    

1 3
2f f x 2

x x

 
  

 
. Λύλνληαο 

ηώξα ηελ (1) σο πξνο  f 1 x  θαη αληηθαζηζηώληαο ζηελ (2) έρνπκε:  

      
23 2x 1

2 3x 2f x f x ... f x
x x


       

Η ζρέζε      x g x g x x 3     βάδνληαο όπνπ ρ ην -ρ δίλεη      xg x g x x 4      νπόηε 

ιύλνληαο ηελ (3) σο πξνο  g x  θαη αληηθαζηζηώληαο ζηελ (4) έρνπκε: 

          
2

2 2

2

x x
x x xg x g x x x x g x g x x g x

x 1


            


 

 

ii Τν πεδίν νξηζκνύ ηεο f είλαη ην    R* ,0 0,     

 
2

x x

2x 1
lim f x lim

x 


    

 
2

x x

2x 1
lim f x lim

x 


    

   
x 0 x 0
lim f x , lim f x

  
     

Τν πεδίν νξηζκνύ ηεο g είλαη ην R  

   
x x
lim g x 1, lim g x 1
 

   

 

iii  f x 0 x R *    άξα ε f είλαη  ζηα     ,0,0, . Άξα ε f δελ έρεη αθξόηαηα. 

 
iv Αζύκπησηεο ηεο f  

    
 

xflim,xflim
0x0x

 άξα ε ρ = 0 είλαη θαηαθόξπθε αζύκπησηε ηεο 
fC  
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  1

2x x

f x 2x
lim lim 2

x x



 
     

   β0...λχxflim
x




 άξα ε y=x πιάγηα αζύκπησηεο  fC  ζην  . Όκνηα θαη ζην  

ε y=ρ είλαη πιάγηα αζύκπησηε 
 
Αζύκπησηεο ηεο g   

   
x x
lim g x 1 lim g x 1
 

   . Άξα y = 1 είλαη νξηδόληηα αζύκπησηε ηεο g  

                                             Καηαθόξπθεο αζύκπησηεο δελ έρεη . 

54.      
 

i.   Από ηελ δνζκέλε ζρέζε κε παξαγώγηζε παίξλνπκε 

                
 

2 2

2

4
3 4 4 3 4 4 0

3 4
f x f x f x f x f x f x

f x
          


   1  

  Φαλεξά ινηπόλ ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην R  . 
 
 
 Θέηνπκε ζηελ δνζκέλε ζρέζε 0x  θαη παίξλνπκε :  

          3 2f 0 4f 0 0 f 0 4 f 0 0 f 0 0       ,δειαδή ην 0x  είλαη ιύζε ηεο εμίζσζεο 

  0f x  θαη επεηδή ε f είλαη γλ.  κνλόηνλε ,ζα είλαη κνλαδηθή .  

 

x   +                             0                           +   

  

 f x  

 

 

                               0                

                                                      

 

 αλ      0 0 0
f

x f x f f x


              αλ      0 0 0
f

x f x f f x


      

ii.από ηελ  1 πξνθύπηεη όηη ε f   είλαη παξαγσγίζηκε σο πξάμεηο παξαγσγίζηκσλ ζπλαξηήζεσλ . 

 
Έηζη παξαγσγίδνληαο έρνπκε … 

 
  

  
 

  
 2

2 2
2 2

244
3 4

3 4 3 4

f x
f x f x f x

f x f x


       

 

    2  

Όκσο 
 

  
2

2

24

3 4

f x

f x






 θαη κε βάζε ην πξόζεκν ηεο f  ζηνλ παξαπάλσ πίλαθα  

έρνπκε : 

  
 

   
2

0 0 0f x f x x ,        θαη     
 

   
2

0 0 0f x f x x ,        

                       Έηζη ινηπό έρνπκε ηνλ παξαθάησ πίλαθα θπξηόηεηαο 
 

 

 

 

 

Η f είλαη θπξηή 

x -                             0                             +  

 f x                      +                                 –     

 f x                                 0                  
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ζην  0,    θαη θνίιε ζην 0,  ,έρεη δε ΣΚ ην ζεκείν  0 0A , . 

iii  Η g είλαη παξαγσγίζηκε ζην R ζαλ δηαθνξά παξαγσγίζηκσλ  

   ζπλαξηήζεσλ.Έηζη έρνπκε  

    
 

   2 2

2

6f x 8 4 6f x 44
g x 2 f x 2 0

3f x 4 2 2

  
       


  

 γηα θάζε x R  ,νπόηε ε g είλαη γλ. αύμνπζα ζην R .  

 

iv είλαη     2 2 2 2f x x 2 2x 4 2x 2x 2x 4 f x x 2 0             

         2 2 2 22 x x 2 f x x 2 0 g x x 2 0 g x x 2 g 0                 3  

Όκσο    g x 2 0 f 0 0     θαη έηζη έρνπκε :  

   23 2 0 1 2
g

x x x , ,


             

55.      
 
α) Από ηελ f(x) - g(x) = x- 4 παίξλνπκε g(x) = f(x) –x + 4 , γηα x R . Δπεηδή ε επζεία 
    κε εμίζσζε y = 3x-7 είλαη αζύκπησηε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f , θαζώο  

    x , ζα έρνπκε 
x
lim


f (x)

x
= 3  θαη 

x
lim


(f(x) – 3x) = -7 . Έηζη είλαη : 

   
x
lim


g(x)

x
 = 

x
lim


f (x) x 4

x

 
= 

x
lim


(
f (x)

x
- 1 + 

4

x
) = 3 – 1 + 0 = 2 . Αθόκε : 

   
x
lim
 2

g(x) 3x 2x

xf (x) 3x 1

 

 
= 

x
lim


g(x) 2x
3

x x
1

(f (x) 3x)
x


 

 

 = 
2 3 0

7 0

 

 
= -

5

7
 , δηόηη 

x
lim


1

x
= 0 

    θαη 
x
lim


2x

x


= 0  ( γηα θάζε x > 0 :   -

1

x

2x

x




1

x
 θαη 

x
lim


(-
x

1
) =

x
lim

x

1
= 0 

    άξα ζα είλαη θαη 
x
lim


2x

x


= 0 ) .  

β) Γηα λα δείμνπκε όηη ε επζεία κε εμίζσζε y = 2x-3 είλαη αζύκπησηε ηεο γξαθηθήο 

    παξάζηαζεο ηεο g , θαζώο x , αξθεί λα δείμνπκε όηη 
x

lim
g(x)

x
= 2  θαη  

   
x
lim


(g(x) – 2x) = -3 . Η ηζόηεηα 
x
lim


g(x)

x
= 2 έρεη απνδεηρζεί ζην (α) . Έρνπκε : 

   
x
lim


(g(x) – 2x) = 
x
lim


(f(x) –x + 4 - 2x) =
x
lim


(f(x) – 3x) + 4 = -7 + 4 = -3  θαη  

    ζπλεπώο ην δεηνύκελν έρεη απνδεηρζεί . 

56.      
 

α)  είλαη   4 3 2f x x x x x 1         1  θαη γηα ηελ κειέηε ηνπ πξνζήκνπ ηεο θάλνπκε   

   ηέρλαζκα . 

 αλ 1x  έρνπκε  f 1 5 0    

 αλ 1x  έρνπκε από ηελ  (1) πξνθύπηεη  

            
5

4 3 2 5 x 1
x 1 f x x 1 x x x x 1 x 1 f x x 1 f x

x 1


              


 

θαη έηζη δηαθξίλνπκε ηηο πεξηπηώζεηο : 

 αλ 1x  ηόηε θαη 5 1x  ,νπόηε  f x 0  θαη ε f είλαη γλ. αύμνπζα ζην  0, . 



επαλάιεςε - 2                                                                                                                         68  
… Πρϊξεισ παιδεύασ ! 
 

 αλ 1x  ηόηε θαη 5 1x  ,νπόηε  f x 0  θαη ε f είλαη γλ. αύμνπζα ζην  0, . 

 

Όκωο ε f είλαη ζπλερήο ζην R  (πνιπωλπκηθή) ,νπόηε είλαη ζπλερήο θαη ζην 
0

1x  θαη θαηά 

ζπλέπεηα ε f είλαη γλ. αύμνπζα ζην R  θαη δελ έρεη αθξόηαηα . 

β) Παξαηεξνύκε όηη  
1 1 1 1

2 f 1
2 3 4 5

      ,νπόηε έρνπκε : 

            
f

2 2 21 1 1 1
f f 5x 4x f 2 f f 5x 4x f f 1 f 5x 4x f 1

2 3 4 5

 
            

 
 

 
f

2 2 1
5x 4x 1 5x 4x 1 0 x , 1,

5

  
             

 
. 

γ)  είλαη   4 3 2f x x x x x 1        θαη   3 2f x 4x 3x 2x 1      , ζπλερήο ζην R . 

    Δδώ ε κειέηε ηεο θπξηόηεηαο κέζσ ηνπ πξνζήκνπ ηεο f δελ είλαη εύθνιε   
    ππόζεζε !  Παξαηεξνύκε όκσο όηη : 

   3 2f 1 4 1 3 1 2 1 10 0          θαη 

      3 2 34 3 2 1 4
x x x
lim f x lim x x x lim x
  

        ,νπόηε ζα ππάξρεη   θνληά  

   ζην   ,ώζηε   0f   . 

Έηζη κε εθαξκνγή  Θ. Bolzano γηα ηελ fζην 
0

1,x   ,πξνθύπηεη όηη ππάξρεη  0
1x , ώζηε 

 0
0f x  . 

Πξνζνρή όκσο ,ην παξαπάλσ δελ καο εμαζθαιίδεη όηη ην   0 0
x ,f x είλαη ΣΚ ! 

Πξέπεη αξηζηεξά-δεμηά ηνπ 
0

x  ε f  λα αιιάδεη πξόζεκν ,δειαδή ε f  λα αιιάδεη θπξηόηεηα . 

Δίλαη     3 2 2f x 4x 3x 2x 1 12x 6x 2 0
          γηα θάζε x R ,αθνύ 0  . 

Καηά  ζπλέπεηα ε f είλαη γλ. αύμνπζα θαη ην 
0

x είλαη κνλαδηθή ξίδα ηεο εμίζσζεο   0f x  .Έηζη 

έρνπκε  

 γηα      0 0
0

f

x x f x f x f x


        θαη 

 γηα      0 0
0

f

x x f x f x f x


        

Έηζη πξνθύπηεη ν παξαθάησ πίλαθαο θπξηόηεηαο ηεο f θαη ζύκθσλα κε ηα παξαπάλσ ,ζην  

0
x έρνπκε κνλαδηθό ΣΚ 

 

 

 
 
 
 

 

δ)  Σην πξνεγνύκελν εξώηεκα δείμακε  όηη   0f x  γηα θάζε 
0

x x  (όπνπ 
0

0x  ). 

Καηά ζπλέπεηα γηα θάζε 0x  είλαη θαη   0f x  ,επνκέλσο ε f   είλαη γλ. αύμνπζα ζην 0,  . 

Γηα ηελ f ηζρύεη θαλεξά ην ΘΜΤ ζηα δηαζηήκαηα 2001 2002,    θαη 2003 2004,   ,νπόηε ζα ππάξρνπλ 

 1
2001 2002,  θαη  2

2003 2004,  ώζηε 

 
   

   1

2002 2001
2002 2001

2002 2001

f f
f f f


    


   θαη  

   
   2

2004 2003
2004 2003

2004 2003

f f
f f f


    


 

θαη έρνπκε : 

x  -                            
0

x                               +  

 f x                        –            0                  +        

 f x                                                     
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           1 2 1 2
2002 2001 2004 2003

f

f f f f f f


             ,νπόηε ζα είλαη θαη  

       f 2004 f 2001 f 2003 f 2002    

57.      

α) Δθαξκόδνπκε ην ζεώξεκα κέζεο ηηκήο γηα ηελ f ζηα δηαζηήκαηα [α ,
2

 
] ,  

           [
2

 
 , β] νπόηε ππάξρνπλ μ1 ( α ,

2

 
) , μ2 (

2

 
 , β)  ηέηνηα ώζηε  

           f ΄(μ1) = 

f ( ) f ( )
2

2

 
 


  θαη f ΄(μ2) =  

f ( ) f ( )
2

2

 
 

 
. Αλ ε f είλαη  

           θπξηή (θνίιε) ηόηε ε f ΄ είλαη γλεζίσο αύμνπζα (γλεζίσο θζίλνπζα) νπόηε  
           μ1 < μ2   f ΄(μ1) < f ΄(μ2)  (f ΄(μ1) > f ΄(μ2)) θαη κεηά ηηο πξάμεηο παίξλνπκε ην 

           δεηνύκελν . 
β) Η ζπλάξηεζε f(x) = ex +x8 ζηξέθεη ηα θνίια άλσ ζην  , νπόηε αλ  

          εθαξκόζνπκε ην (α) γηα ηελ f ζην [α , α+2] , παίξλνπκε ην δεηνύκελν . 

 

58.      
 
Γηα  ηελ  f  ηζρύνπλ θαλεξά νη πξνππνζέζεηο ηνπ Θ.Μ.Τ.  

 ζηα  δηαζηήκαηα   ,x   θαη  x, . 

Καηά ζπλέπεηα ππάξρνπλ  :  

   1 ,x     ώζηε   
   

1

f x f
f

x

 
  


 

  2 x,     ώζηε   
   

2

f f x
f

x

 
  


 

Όκσο   f x 0   f    νπόηε 

   1 2 1 2f f        
       f x f f f x

x x

   


 
     

  x x 0   

  

             x f x f x f f x        

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
α    ξ1   χ    ξ2   β 
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               ΘΔΜΑΣΑ ΠΡΟΟΜΟΙΩΗ     εμεηάζεσλ 
 

 

 

 

Α                                 ΘΕΜΑΣΑ   ΠΡΟΟΜΟΙΩΗ   ΠΑΡΑΓΩΓΩΝ …. και  όχι  μόνο 

 

1.                          εύρεςη τιμόσ  παραγώγου - εξύςωςη εφαπτόμενησ 
   

  Έζησ ε ζπλάξηεζε f : R R  ,ε νπνία είλαη ζπλερήο ζην x 0  θαη λα ηζρύεη  

    
 

x 0

f x x
lim 3

x





 

i)  Να απνδείμεηε όηη  f 0 0  

ii)  Να απνδείμεηε όηη  f 0 4   

iii)  Να βξείηε ηελ εθαπηόκελε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f  ζην ζεκείν κε  

     ηεηκεκέλε 
0x 0 . 

 

2.                                                    μονοτονύα-ύπαρξη-παρϊγωγοσ  
   

Γίλεηαη ε γλήζηα κνλόηνλε θαη ζπλερήο  ζπλάξηεζε  f : R R ,παξαγσγίζηκε ζην 0x 0 ,γηα ηελ 

νπνία ηζρύεη όηη      f f x 2f x x    γηα θάζε x R . 

Να δείμεηε όηη : 

i)  Η ζπλάξηεζε f  είλαη γλεζίσο αύμνπζα . 

ii)  Αλ  f 0 0  ηόηε ε  γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f  έρεη κνλαδηθό θνηλό ζεκείν κε ηελ  

      επζεία y x   

iii)  Υπάξρεη κνλαδηθό  0x 1,7  ώζηε        010f x 56 2f 2 6f 4 12f 7     

iv)   f 0 1   

 

                                                     
3.                                                       ςυνϋχεια – παρϊγωγοσ - όρια 
 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε   

5 1
x       x 0

f (x) x

      0               x 0 


  

 
  

   . 

 (Α) Να  δείμεηε  όηη  είλαη  ζπλερήο  θαη  παξαγσγίζηκε  ζην  0x 0 . 

 (Β) Να  δείμεηε  όηη  είλαη  δύν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην R . 

 (Γ) Να  δείμεηε  όηη  γηα θάζε x R  ηζρύνπλ ηα όξηα : 

     i)        
h 0
lim f x 2h 2f x h f x 0


           ii)   
   

 
h 0

f x 2h f x h
lim f x

h

   
  

3 
δεσ τισ λφςεισ 
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4.                       από δοςμϋνη ςυνθόκη και παρϊγωγο ςε ύπαρξη και όρια 
 

     Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  f : R R  ,παξαγσγίζηκε ζην R  κε f ζπλερή ζην R  , 

     γηα ηελ νπνία ηζρύεη      f f x f x 0    γηα θάζε x R   θαη    f 2  f 2 3  . 

A)  Να δείμεηε όηη ε εθαπηόκελε ηεο 
fC  ζην 

0x 3  ζρεκαηίδεη κε ηνλ άμνλα x x   

     ακβιεία γσλία . 

B) Να δείμεηε όηη ε εμίζσζε   
x

f x
2

  έρεη κηα ηνπιάρηζηνλ ξίδα ζην  2,3 . 

) Να  ππνινγίζεηε ηα όξηα : 

   i)  
 2

2x 2

f x 9
lim

x 3x 2



 
      ii)  

 

 x 2

1 f x 2
lim

f x 3

 


       iii)  

 

 x 2

f x 3
lim

x 2



 
 

 

 

5.                   δοςμϋνη ςυνθόκη και παρϊγωγοσ ςε ύπαρξη , όρια  και παρϊγωγο 
 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f : R R


  , παξαγσγίζηκε ζην 
0x 0 κε    f 0 f 0 1   

θαη ε ζπλάξηεζε    
 

 
2x 3

g x f x    1
f x


  . 

A) Να βξείηε ηα όξηα : 

i)       
x 0
lim f x g x


   θαη  ii)   
2x

x x 2
lim g

x

  
 
 

 

B) Να δείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε g είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0x 0 θαη λα  

      βξείηε ηνλ αξηζκό  g 0 . 

) Να δείμεηε όηη ε  εμίζσζε  g x 0 έρεη κηα ηνπιάρηζηνλ πξαγκαηηθή ξίδα . 

) Να βξείηε ην όξην 
 

x 0

g x 2
lim

x




 

 

 

6.                                        πρόςημο παραγώγου-π.ο.-εφαπτόμενη-όριο 
 

Γίλεηαη ε παξαγσξίζηκε ζπλάξηεζε f : R R κε 

     3 2 2f x 2f x 3f x x 2x      1  γηα θάζε x R . 

A) Να βξείηε ηελ παξάγσγν  f x  θαη : 

    i) ην πξόζεκν ηεο ζπλάξηεζεο  f x  

    ii) ην πεδίν νξηζκνύ ηεο ζπλάξηεζεο  
 

2 x

f x
g x ln

x e





 

B) Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο fC ζην 0x 0  

) Να βξείηε ην όξην 
  2

x 0

f x x
lim

2x
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7.                     παραγωγιςιμότητα - εύρεςη τύπου - όριο - εύρεςη παραμϋτρου 
 

     Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f : R R γηα ηελ νπνία ηζρύνπλ : 

        2f x y xy y f x       1  γηα θάζε x, y R  θαη  f 1 1   ,  f 2 2  , R          

Α. Να δείμεηε όηη ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην R θαη λα βξείηε ηελ παξάγσγν ηεο. 

Β. Να δείμεηε όηη   2f x x 2   

Γ. Να βξείηε ην όξην 

 f x 2

x 1

e e
lim

x 1








 

Γ. Να βξείηε ηνλ R ,ώζηε ε εθαπηόκελε ηεο 
f

C ζην 
0

x 1 ,λα είλαη  

                παξάιιειε ζηελ επζεία  : y 2 1 x 3      

 

 

8.                                                      όριο παρϊςταςησ - εφαπτόμενη 
 

Γίλεηαη  ε  ζπλάξηεζε  f : R R   άξηηα ,παξαγσγίζηκε θαη  
x
lim f x


  . 

Γίλεηαη επίζεο ε ζπλάξηεζε g : R R   κε   

4
2x

g(x) 7x 1 f (x) x
4

 
    
 

 

Α.Να βξείηε ην όξην  
x
lim g x


 

Β. Να  απνδείμεηε  όηη ε εθαπηόκελε  επζεία  ηεο  
f

C  ζην  ζεκείν   A 0,f (0)   

     είλαη παξάιιειε  ζηελ  επζεία  : 7f (0)x 3 0.      

 

 

9.                                  πρόςημο πρώτησ παραγώγου - εφαπτόμενη 
 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f κε ηύπν    2 x
f x   e

 
    ,  ι > 2.  

Α. Γείμηε όηη   f x 0   γηα  θάζε x R  

Β.Γείμηε όηη ε εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο  

ηεο f ,  ε νπνία δηέξρεηαη από ηελ αξρή ησλ αμόλσλ ,  είλαη ε  

 2 ex    .Βξείηε ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ ζεκείνπ επαθήο Μ.  

 

 

10.                                 όριο - παρϊγωγοσ - κοινό εφαπτόμενη 
 

    Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο   xf x e  θαη  g x ln x  . 

Α.  Να βξείηε ην όξην 
   

 x 0

f x ln x 1
lim

g x


 

Β. Να βξείηε ηελ παξάγσγν ηεο ζπλάξηεζεο  
 

 

g x
h x

f x
  

Γ. Να βξείηε ηελ θνηλή εθαπηνκέλε ησλ γξαθηθώλ παξαζηάζεσλ ησλ f ,g  
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11.                                           εύρεςη  τύπου από  ςυνϋχεια-όρια - εφαπτόμενη 
 
      Γίλεηαη όηη ε ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο ζην R θαη ηζρύεη  

                                                                                                  x 1x 1 f x 1 e     , x 1 . 

A Να βξείηε ηνλ ηύπν ηεο f . 

B Να βξείηε ην  f 1 θαη ην όξην 
 

x 0

f 1 h 1
lim

h

 
. 

 Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηόκελεο ηεο fC ζην ζεκείν κε ηεηκεκέλε 0x 1 . 

 Να ππνινγίζεηε ην όξην      
x 1
lim x 1 ln x 1 ln f x


    . 

 

 

12.                           μονοτονύα – ΠΟf-1 – ανύςωςη – υπολογιςμόσ παραμϋτρων 
 

           Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε    x 1f x ln 1 e x 1     

A.Να δείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε f είλαη γλεζίσο θζίλνπζα . 

B. Να δείμεηε όηη ε f αληηζηξέθεηαη θαη λα βξείηε ην πεδίν νξηζκνύ ηεο 
1f 
. 

. Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε 
  f 4f x e 1

e
e

 
  

. Να βξείηε ηνπο , R  ,ώζηε ε επζεία   y x ln 2    ,λα εθάπηεηαη ηεο fC 0x 1 . 

 

 

13.                                      μονοτονύα - εξύςωςη-πρόςημο-ςύνολο τιμών 
 

     Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε   2

x

1
f x ln(1 x ) 1

e
     , x R . 

Α. Να απνδείμεηε όηη είλαη γλεζίσο αύμνπζα. 

Β. Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε  f x 0  

Γ. Να βξείηε ην πξόζεκν ηεο  f x θαη ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο. 

 
 

14.                                 εύρεςη τύπου – μονοτονύα - εύρεςη παραμϋτρων 
 

Θεσξνύκε ηελ ζπλάξηεζε     f : ,0 R      κε    f 1 0      

           θαη        

2
2

xf x

x
xf x x f x 1

e
    γηα θάζε x 0 . 

 

Α. Να δείμεηε όηη  
 2ln x

f x
x


    γηα θάζε x 0 . 

Β. Μειεηήζηε ηελ f σο πξνο ηε κνλνηνλία θαη ηα αθξόηαηα 

Γ. Να βξείηε ηα , R  ώζηε ε επζεία  y e 1 x 2    λα είλαη πιάγηα  

    αζύκπησηνο ηεο fC ζην   
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15.                                εύρεςη τύπου - εξύςωςη-ανιςότητα - μονοτονύα 

 

Έζησ ε ζπλάξηεζε f :R R ,παξαγσγίζηκε ζην R , γηα ηελ νπνία ηζρύνπλ: 

              f (x) lnx  θαη 
f (x)

1
f (x)

e x
 


 γηα θάζε x R θαη f (0) 0  

Α. Να δείμεηε  όηη  

    i)
2f (x) ln(x x 1)  ,x     θαη 

    ii) ε εμίζσζε 
2 2x 2 x 1 ln(x x 1) 0      είλαη αδύλαηε ζην . 

    iii)   f (x) x  

Β. Γίλεηαη αθόκε ε ζπλάξηεζε    f x
g x e  

     i)  Να δείμεηε όηη g δελ έρεη πιάγηα αζύκπησηε ζην     

     ii)  Να βξείηε ηα δηαζηήκαηα κνλνηνλίαο ηεο g  

 

 

16.                             εύρεςη τιμών από ςχϋςη παρϊγουςασ - Θ.Β. - ΘΜΣ 

 

Γίλεηαη όηη ε  ζπλάξηεζε F(x)  είλαη παξάγνπζα ηεο ζπλάξηεζεο f : R R   

                  θαη ηζρύεη 
2 4 2F(1 2x) F(x 2) x 5x 2x       γηα θάζε x R . 

Α. Να βξείηε ηηο ηηκέο  f 1  θαη  f 3 . 

Β.Να απνδείμεηε όηη: 

  i) Η 
fC ηέκλεη ηνλ άμνλα x x ζ΄έλα ηνπιάρηζην ζεκείν. 

 ii)Υπάξρνπλ  1 2, 1,3     έηζη ώζηε 
   1 2

1 3
2

f f
 

  
 

 

 

17.                                             μονοτονύα - Σ – εξύςωςη - ανιςότητα 

 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε 

x

2

e
f (x)

x 1



, x∈ℝ. 

Α. Να κειεηήζεηε ηελ f σο πξνο ηελ κνλνηνλία θαη λα απνδείμεηε όηη ην  

      ζύλνιν ηηκώλ ηεο είλαη ην δηάζηεκα (0, +∞).   

Β. Να απνδείμεηε όηη ε εμίζσζε    

 
3

7 x 2 e
f e (x 1)

10

      

      έρεη ζην ζύλνιν ησλ πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ κία αθξηβώο ξίδα. 

Γ. Γίλεηαη όηη 0    .Να δείμεηε όηη 

2

2

ln 1

ln 1
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18.                                 μονοτονύα ςε δοςμϋνο διϊςτημα- εξύςωςη-ύπαρξη 

 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  f x (x-1) nx-1   , x>0 

Α. Να απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε f είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην δηάζηεκα  

    Γ1=(0,1] θαη γλεζίσο αύμνπζα ζην δηάζηεκα Γ2=[1,+∞). Σηε ζπλέρεηα λα 

    βξείηε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο f. 

Β. Να απνδείμεηε όηη ε εμίζσζε  f x 0  έρεη κηα αθξηβώο ξίδα ζην  1,e . 

Γ. Να απνδείμεηε όηη ε εμίζσζε x-1 2015x e , x>0  έρεη αθξηβώο δύν ζεηηθέο ξίδεο.  

Γ. Αλ x1, x1
 
κε x1< x1

 
είλαη νη ξίδεο ηεο εμίζσζεο ηνπ εξσηήκαηνο Γ, λα  απνδείμεηε 

     όηη ππάξρεη x0∈( x1, x2) ηέηνην, ώζηε  

                 0 0f (x ) f (x )  2014    

 

19.                           γωνύα εφαπτόμενησ – μονοτονύα – ςύνολο τιμών - ρύζα 

 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε 
 
2

x ln 1 x
f (x)    , x 0

x

 
   

Α. Να δείμεηε όηη ε εθαπηόκελε ηεο fC  ζην ζεκείν 0x 1 ζρεκαηίδεη κε 

    ηνλ άμνλα x x   ακβιεία γσλία. 

Β. Να κειεηήζεηε ηελ ζπλάξηεζε f σο πξνο ηελ κνλνηνλία . 

Γ. Να βξείηε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο f . 

Γ. Να δείμεηε όηη ε εμίζσζε   2 ln xx 2015 e ln x 1   έρεη κνλαδηθή ζεηηθή ξίδα . 

 

20.                                     εύρεςη τύπου – μονοτονύα – εξύςωςη - ανιςότητα 
 

     Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f ,γηα ηελ νπνία ηζρύεη : 
x f (x) x f (x)e e e      1  γηα θάζε x R  

Α. Να δείμεηε όηη  
x

x

e
f x ln

1 e



 

Β. Να κειεηήζεηε σο πξνο ηελ κνλνηνλία ηηο ζπλαξηήζεηο f  θαη f  . 

Γ. Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε   f (2f (x))e 1 e e


   

Γ.Αλ , R   κε    , λα δείμεηε όηη : 
1 e

ln
e






    

 

21.                                        παραγωγιςιμότητα - παρϊγωγοσ αριθμού 
 

Έζησ ε ζπλάξηεζε    f x 2 x ln x 2 , x 0    . 

α) Να απνδείμεηε όηη:  
ln x

f ' x , x 0
x

   θαη ην όξην  
x 0
lim f ' x


 

β) Να βξείηε ηηο αζύκπησηεο ηεο ζπλάξηεζεο  f ' x    
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γ) Να κειεηήζεηε ηα θνίια ηεο f θαη λα βξείηε ην ζεκείν ηεο θακπήο ηεο. 

δ) Να βξείηε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο f θαη λα δείμεηε όηη ε εμίζσζε  f x e   

    έρεη κνλαδηθή  ξίδα ζην  1, . 

 

 

22.                       παρϊγωγοσ – μονοτονύα , ακρότατα – όριο - εξύςωςη 

 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f κε 

2x
f (x) (2lnx 1) 2x(lnx 1)

4
     , x 0 . 

α) Να βξείηε ηελ παξάγσγν f ΄  ηεο f  γηα θάζε x>0 . 

β) Να κειεηήζεηε ηε ζπλάξηεζε f σο πξνο ηε κνλνηνλία θαη ηα ηνπηθά αθξόηαηα  

γ) Να βξείηε ην  
x
lim f x


  

δ) Να δείμεηε όηη γηα θάζε 0  ε εμίζσζε  

2 4
ln x

x 2

 
 


 έρεη κνλαδηθή ξίδα 

 

 

23.                                         μονοτονύα με ΘΜΣ – εφαπτόμενη - όριο 

 

     Έζησ ε ζπλάξηεζε f :R R  γηα ηελ νπνία ηζρύεη όηη ε f   είλαη γλεζίσο  

     αύμνπζα  γηα  θάζε  x 0  θαη  f (0) 0  ,  f 0 2   ,ηόηε : 

A. Nα  απνδείμεηε  όηη ε ζπλάξηεζε  
x f (x)

h(x) 2015e
x

    

    είλαη  γλεζίσο  αύμνπζα  γηα θάζε  x 0 . 

B.Nα βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηόκελεο ηεο fC ζην 0x 0 . 

Γ. Nα βξείηε ην όξην 
x

2
x 0

f (x) ln x
lim 2015e

x x

 
  

 
 

 

 

24.                     μονοτονύα – Σ – αςύμπτωτεσ-ανιςότητα-εξύςωςη 

 

             Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  
 ln x 1

f x
ln x


 . 

Α.Να βξείηε ηα δηαζηήκαηα κνλνηνλίαο ηεο θαη ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο . 

Β.Να βξείηε ηηο αζύκπησηεο ηεο . 

Γ. Έζησ νη αξηζκνί , κε 1  .Να δείμεηε όηη    
ln ln

1 1
 

    

Γ. Γηα θάζε πξαγκαηηθό αξηζκό  ,λα δείμεηε όηη ε εμίζσζε  

        2ln x 1 1 ln x     έρεη κνλαδηθή ξίδα ζην  1,  
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25.                                          μονοτονύα – ανιςότητεσ 

 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε   2 1
f x x

2
  . 

Α. Να δείμεηε όηη    f x 2f x  γηα θάζε x R . 

Β. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε g : R R κε    2xg x e f x .Να δείμεηε όηη : 

i) Η g είλαη γλεζίσο θζίλνπζα . 

ii)
 

 

f 2
ln 2

f 1
 .     iii)     2xf x f 0 e  γηα θάζε x 0 . 

 

 

26.               μονοτονύα – ΠΟf- – ανύςωςη –παραμετροσ  και Σ- ανύςωςη από κυρτότητα 

 

          Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε    x 2f x ln 1 e x 2     

A.Να δείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε f είλαη γλεζίσο θζίλνπζα . 

B. i Να δείμεηε όηη ε f αληηζηξέθεηαη θαη λα βξείηε ην πεδίν νξηζκνύ ηεο 
1f 
. 

     ii  Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε    f x 1 ln 1   , >1     

. Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε 
  f 6f x e 1

e
e

 
  

. Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηόκελεο ηεο fC πνπ είλαη παξάιιειε ζηελ επζεία  

    
1

y x 3
2

   .Σηελ ζπλέρεηα λα ιύζεηε ηελ αλίζσζε  

x 21 e x 2
ln

2 2

 
  

 

 

27.                    μονοτονύα – ΠΟf-1 – ανιςότητα – κυρτότητα - γραφ. παρϊςταςη 

 

                                   Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε 
x 1

f (x) ln
x


 . 

  Να βξείηε ην πεδίν νξηζκνύ ηεο. 

  Να δείμεηε όηη ε f είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζε θάζε έλα από ηα δηαζηήκαηα  

              ηνπ ΠΟ θαη ζηελ ζπλέρεηα λα βξείηε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο . 

  Αλ , e   ,λα δείμεηε όηη  

1
ln 1

eln 1 ln 1
2e

ln ln

 
 

 
 

 
 

 

  Να κειεηήζεηε ηελ f σο πξνο ηα θπξηά,θνίια ,ηηο αζύπησηεο θαη λα ζρεδηάζεηε  

      κηα  πξόρεηξε γξαθηθή παξάζηαζε 
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28.                     μονοτονύα – ΠΟf-1  –  ανιςότητα  –  κυρτότητα  -  γραφ. παρϊςταςη 

 

           Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο  
ln x

f (x) x
2 x

    θαη    2g x x 2x    

. Να βξείηε ηα δηαζηήκαηα κνλνηνλίαο ηνπο θαη ζηε ζπλέρεηα λα δείμεηε όηη ε f  

      παξνπζηάδεη ειάρηζην,ελώ ε g παξνπζηάδεη κέγηζην ζηελ ίδηα ζέζε 
0x ηελ νπνία  

      θαη λα βξείηε . 

B.Να βξείηε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο f . 

.  Να βξείηε ηα R γηα ηα νπνία ε εμίζσζε   2f x 6 6    έρεη ιύζε ζην R . 

.  Να βξείηε ηα 
1

2
  γηα ηα νπνία ηζρύεη    1f 2 1 f e 2    

. Να ιύζεηε ζην  0,  ηελ εμίζσζε 
ln x

1 x x 2 x
2x

    

 

 

29.                            μονοτονύα –Σ - πλόθοσ ριζών – ανιςότητα - εξύςωςη 

 

                             Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε 
xf (x) e x 1    . 

Α.Να βξείηε ηα δηαζηήκαηα κνλνηνλίαο θαη ην πξόζεκν ηεο  f x . 

B. Να βξείηε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο θαη λα βξείηε ην πιήζνο ησλ ξηδώλ ηεο 

     εμίζσζεο     x x1 x 1 e α 1 e     όηαλ α R . 

Γ.  Γηα θάζε x 0 ,λα δείμεηε όηη 

2
xx

1 e x
2

   . 

Γ. Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε    2f x f x ln x   

 

 

30.                     εύρεςη τύπου - μονοτονύα  – Σ – κυρτότητα – εξύςωςη - όριο 

 

                  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f κε ηύπν  
1

ln x
x ln x

f x e
x

 
 

    

1.  α.Να βξείηε ην πεδίν νξηζκνύ ηεο. 

    β. Να δείμεηε όηη  
1 ln x

f x x
x


   

    γ. Να κειεηήζεηε ηελ f  σο πξνο ηελ κνλνηνλία θαη ηα αθξόηαηα. 

2. Να βξείηε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο ζπλάξηεζεο    2h x x f x . 

3. Να δείμεηε όηη γηα θάζε πξαγκαηηθό αξηζκό  θ , ε εμίζσζε :   2h x θ θ 1 ln 2      έρεη κηα 

ηνπιάρηζην ιύζε ζην  0, . 

1. Να βξείηε ην όξην :   3

x

1 1
xεκ ζπλ

x
f x

x
lim x
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Β                                  ΛΤΕΙ  ΣΩΝ  ΘΕΜΑΣΩΝ  ΠΡΟΟΜΟΙΩΗ 

 

1.      

i)  Θέηνπκε  
 

 
f x x

g x
x





 ,κε x 0   θαη  

x 0
limg x 3


 ,νπόηε : 

        f x x g x x f x g x x x        κε  x 0 . 

Παίξλνπκε όξηα θαη έρνπκε : 

    
x 0 x 0
limf x lim g x x x 3 0 0 0
 

        

Καη επεηδή ε f είλαη ζπλερήο ζην 
0x 0  ,έρνπκε : 

   
x 0

f x limf x 0


  . 

ii)  Γηα θάζε x 0  έρνπκε  : 

       
 

f x f 0 f x g x x x x
g x 1

x 0 x x x

   
   


 , 

νπόηε : 

 

   
 

x 0 x 0

f x f 0 x
lim lim g x 1 3 1 1 4

x 0 x 

  
      

  
. 

Γειαδή ε f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην 
0x 0  κε  f 0 4   

 

iii) H f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην 
0x 0  ,νπόηε ε 

 fC έρεη εθαπηόκελε ζην ζεκείν   A 0,f 0   

κε εμίζσζε : 

      y f 0 f 0 x 0 y 0 4 x 0 y 4x          

 

 

2. 

 

i) Έζησ ε f  δελ είλαη γλεζίσο αύμνπζα ,ηόηε σο γλεζίσο κνλόηνλε ζα είλαη γλεζίσο  

    θζίλνπζα. 

   Απηό ζεκαίλεη όηη γηα θάζε δεύγνο 1 2x ,x R  κε 1 2 1 2x x x x     είλαη θαη   

     1 2f x f x    1  άξα θαη    1 22f x 2f x  

Με πξόζζεζε παίξλνπκε              
f

1 1 2 2 1 2 1 22f x x 2f x x f f x f f x   f x f x


        

πνπ είλαη άηνπν ιόγσ ηεο  1  

ii) Δίλαη  f 0 0   2  

Η εμίζσζε    f x x f x x 0      θαη ζέηνληαο    g x f x x   παξαηεξνύκε όηη  

 

y 

(Cf) 

(ε) 

x 

 

επιςτροφή ςτισ εκφωνήςεισ 
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   g 0 f 0 0 0   . 

Δύθνια απνδεηθλύνπκε όηη θαη ε g είλαη γλεζίσο αύμνπζα ,νπόηε ε ιύζε x 0  είλαη κνλαδηθή. 

 iii)  Η f σο  ζπλερήο ζην R  ζα είλαη θαη ζην  1,7 θαη από ην ζεώξεκα κέγηζηεο-ειάρηζηεο ηηκήο 

ζα δέρεηαη κέγηζην θαη ειάρηζην ζε απηό,έζησ ,   αληίζηνηρα. 

Δπίζεο θαη ε ζπλάξηεζε      fof x f f x είλαη ζπλερήο ζαλ ζύλζεζε ζπλερώλ . 

Δίλαη : 

             
f

E f x M  f E f f x f M E f f x M E 2f x x M


                

όπνπ E ,M  είλαη ην ειάρηζην θαη κέγηζην αληίζηνηρα ,ηεο γλ. αύμνπζαο ζπλάξηεζεο  

  f f x  θαη έηζη έρνπκε : 

             
f

E f 2 M  f E f f 2 f M E f f 2 M E 2f 2 2 M


                

        
f 3

E f 4 M ... E f f 4 M E 2f 4 4 M 3E 6f 4 12 3M
 

                   

        
f 6

E f 7 M ... E f f 7 M E 2f 7 7 M 6E 12f 7 42 6M
 

                   

θαη κε πξόζζεζε παίξλνπκε 

     
     2f 2 6f 4 12f 7 56

10E 2f 2 2 6f 4 12 12f 4 42 10M E M
10

  
              

Η f σο ζπλερήο ,ιόγσ ΘΔΤ ζα παίξλεη ηελ ελδηάκεζε ηηκή 
     2f 2 6f 4 12f 7 56

10

  
. 

Γειαδή ζα ππάξρεη  0x 1,7  ,πνπ ιόγσ κνλνηνλίαο είλαη κνλαδηθό ,ώζηε  

 
     

       0 0

2f 2 6f 4 12f 7 56
f x 10f x 56 2f 2 6f 4 12f 7

10

  
       

 

iv) Γηα x 0  έρνπκε : 

    
       

 

   f f x f f x2f x x f x f x
f f x 2f x x 2 1

x x f x x x


          

Οπόηε 
  
 

   
x 0 x 0

f f x f x f x
lim lim 2 1

f x x x 

   
     

    

    2  

Όκσο είλαη  : 

     
x 0
limf x f 0 0


   θαη  

 
  
 

       
 

f x y

x 0 x 0 x 0

f f x f y f y f 0
lim   lim lim   f 0 R

f x y y 0

 

  


   


 θαη από ηελ ζρέζε  2  πξνθύπηεη 

:                
2 2

f 0 f 0 2f 0 1 f 0 2f 0 1 0 f 0 1 0 f 0 0                   
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3. 

(Α) Δίλαη  
5 55 1 1

f (x) x x x
x x

        νπόηε  
5 5

x f (x) x     θαη  επεηδή   

      5 5

x 0 x 0
lim x lim x 0
 

       από  ΚΠ  ζα  έρνπκε  όηη
x 0
limf (x) 0 f (0)


     θαη  θαηά  

                             ζπλέπεηα  ε  f  ζα  είλαη  ζπλερήο  ζην 
0x 0  . 

Γηα  x 0    είλαη    

5

4

1
x 0

f (x) f (0) 1x(x) x
x 0 x x

 


    


   θαη 

   
4 44 1 1

(x) x x x
x x

         νπόηε  
4 4

x (x) x     θαη  επεηδή   

    4 4

x 0 x 0
lim x lim x 0
 

    από  θξηηήξην  παξεκβνιήο  ζα  έρνπκε  όηη   
x 0

f  (0) lim (x) 0


     

(Β) Γηα x 0  είλαη : 

  5 4 5 4 31 1 1 1 1 1
f x x  5x x 3x x

x x x x x x

                   
    
 

 

θαη θαηά ζπλέπεηα είλαη 

4 31 1
 3x x      x 0

f (x) x x

      0                             x 0 


    

  
  

 

Γηα  x 0    είλαη    

4 3

3 2

1 1
3x x

f (x) f (0) 1 1x x(x) 3x x
x 0 x x x

   
      


   θαη 

   
3 2 3 2 3 21 1 1 1

(x) 3x x 3x x 3x x
x x x x

             νπόηε  

3 2 3 23x x (x) 3x x       θαη  επεηδή   

 4 4

x 0 x 0
lim x lim x 0
 

    θαη από θξηηήξην  παξεκβνιήο  ζα  έρνπκε  όηη   
x 0

f (0) lim (x) 0


     θαη  

  4 3 4 31 1 1 1
f x  3x x   3x x  

x x x x

       
              

     
 

3 4 2 3

2 2

1 1 1 1 1 1
12x 3x 3x x

x x x x x x

      
                

      
 

3 2 21 1 1 1
12x 3x 3x x

x x x x
         

θαη θαηά ζπλέπεηα είλαη  

 

3 2 21 1 1 1
 12x 3x 3x x      x 0

f (x) x x x x

      0                                                                 x 0 


        

  
  

 

Γειαδή ε ζπλάξηεζε f είλαη δύν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην R . 
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(Γ) i) Η ζπλάξηεζε f σο παξαγσγίζηκε είλαη θαη ζπλερήο.Άξα 

           
h 0
lim f x 2h 2f x h f x f x 2f x f x 0


           

       

     ii)  Έρνπκε  

           
h 0 h 0

f x 2h f x h f x 2h f x f x h f x
lim lim

h h h 

            
  

 
 

       
     

h 0

f x 2h f x f x h f x
lim 2 2f x f x f x

2h h

       
       

 
 

 

 

4. 

 

A)  Από ηελ δνζκέλε ζρέζε      f f x f x 0     1 γηα x 2 παίξλνπκε  

            f f 2 f 2 0 f 3 3 0 f 3 3            2  

    Αλ ε γσλία πνπ ζρεκαηίδεη ε  εθαπηόκελε ηεο 
fC ζην 0x 3 κε ηνλ άμνλα  

   x x ,ηόηε είλαη  f 3 3 0
      ,νπόηε ε   είλαη  ακβιεία γσλία  

 

B)  Η εμίζσζε γξάθεηαη     
x

f x 2f x x 0
2

     ,νπόηε 

   ζεσξνύκε ηελ ζπλάξηεζε    g x 2f x x   θαη έρνπκε : 

  Η g είλαη ζπλερήο ζην R  ,άξα θαη ζην  2,3 . 

  Δίλαη    g 2 2f 2 2 2 3 2 4 0       θαη      g 3 2f 3 2 2 3 2 8 0         , 

   άξα θαη    g 2 g 3 0 ,νπόηε από ην Θ. Bolzano πξνθύπηεη όηη όηη ε εμίζσζε    

      
x

g x 0 f x
2

    έρεη κηα ηνπιάρηζηνλ ξίδα ζην  2,3 . 

 

) i) Λόγσ  ππόζεζεο ζα  έρνπκε 
x 2

f (x) 3
f (2) lim 3

x 2


  


   

Θέηνπκε  
f (x) 3

g(x) f (x) 3 (x 2)g(x)
x 2


    


  (3) 

 Δίλαη αθόκε  
x 2
limg(x) 3


   θαη  
X 2
limf (x) 3


   (4) 

Έρνπκε   
  

  

2 (3)

2x 2 x 2

f (x) 3 f (x) 3f (x) 9
lim lim

x 3x 2 x 2 x 1 

 
 

   
 

   

  

   (4)

x 0 x 0

x 2 g(x) f (x) 3 g(x) f (x) 3 3 3 3
lim lim 18

x 2 x 1 x 1 0 1 

    
   

   
 

ii)  
 

 

     
     x 2 x 2

1 f x 2 1 f x 21 f x 2
lim lim

f x 3 f x 3 1 f x 2 
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       x 2 x 2

f x 3 1 1
lim lim

41 f x 2f x 3 1 f x 2 


  

   
 

iii)  
 

 

   

 

   

 
 

x 2 x 2 x 2

f x f 2
f x 3 f x f 2 f 3x 2lim lim lim 3

x 2x 2 x 2 1

x 2

  


      

    



 

5. 

 

A) Γηα ηα όξηα έρνπκε : 

    i)       
 

   

1

x 0 x 0

2x 3 2 0 3 3
lim f x g x  lim 3

f x f 0 1 

   
       

       γηαηί ε ζπλάξηεζε f  σο παξαγσγίζηκε ζην 
0x 0  ζα είλαη θαη ζπλερήο ,νπόηε  

          
x 0
limf x f 0 1


   

ii)  Θέηνπκε  
2

x x 2
u

x

 
  ,νπόηε 

2 2x x x

x x 2 x 2
lim u lim  = lim 0 0 0

x x x  

   
     

 
 

      αθνύ
xx 1 1 x 1

x x x x x x

 
     θαη κε ΚΠ παίξλνπκε όηη 

x

x
lim 0

x


 . 

     Τν δεηνύκελν όξην γξάθεηαη : 

   
 

 
 

1

2x u 0

x x 2 2 0 3
lim g limg u g 0   f 0 2

x f 0 

    
      

 
   2 . 

 Καη απηό γηαηί ε g σο πξάμεηο ζπλερώλ είλαη ζπλερήο ,νπόηε     
u 0
limg u g 0


 . 

B) Η f είλαη παξαγσγίζηκε ζην 
0x 0 ,άξα θαη ζπλερήο ,νπόηε ζα ηζρύνπλ : 

   
       

x 0 x 0

f x f 0 f x 1
f 0 lim lim   1

x 0 x



 

 
   


 θαη    

x 0
limf x f 0 1


     3  

  Δίλαη : 

 
     

 
      

 

2
2

x 0 x 0 x 0

2x 3
f x 2

f x 2f x 3 2xg x g 0 f x
g 0 lim   lim lim

x 0 x xf x  


 

  
   


 

   

   

     
   

2

x 0 x 0

f x 1 f x 3f x 2f x 3 2x 2
lim lim

xf x xf x xf x f x 

    
     

    

 

   

   

     

   x 0 x 0

f x 1 f x 3 f x f 0 f x 32 2
lim lim

x f x f x x 0 f x f x 

      
        

   
 

 
 

   

f 0 3 2 1 3 2
f 0 1 6

f 0 f 0 1 1

 
        

) Η  εμίζσζε  g x 0  ιόγσ ηεο   1  γξάθεηαη ηζνδύλακα  : 

   
 

2x 3
g x f x 0

f x


      3  
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  Η g σο πξάμεηο ζπλερώλ είλαη ζπλερήο ζην R  ,άξα θαη ζην  0,3 . 

  Δίλαη  
 2

g 0   2 0    θαη    
 

 
 

2 3 3 3
g 3 f 3 f 3 0

f 3 f 3

 
      αθνύ  f x 0  

   άξα θαη    g 0 g 3 0 ,νπόηε από ην Θ. Bolzano πξνθύπηεη όηη όηη ε εμίζσζε    

    g x 0  έρεη κηα ηνπιάρηζηνλ ξίδα ζην  0,3 R . 

 

ζρόιην 

 

Η δνζκέλε ζπλζήθε από ηελ ππόζεζε όηη  f x 0 δελ είλαη απαξαίηεηε.Από ηελ ζρέζε 

 3 κπνξνύκε λα πάξνπκε θαη άιιε ηζνδύλακε εμίζσζε . 

   
 

 22x 3
g x 0 f x 0 f x 2x 3 0

f x


         θαη εθαξκόδνληαο Θ. Bolzano γηα ηελ 

   2h x f x 2x 3    ζην  0,2 ή  0,3 ή θαη ζε άιια δηαζηήκαηα πξνθύπηεη απιά ην 

ζπκπέξαζκα. 

Η ζπλζήθε  f x 0 δόζεθε γηα λα έρεη ν ιύηεο κεγαιύηεξε επειημία ζηελ ιύζε . 

 

) Γηα ην όξην έρνπκε :
     

   
   B

x 0 x 0 x 0

g x g 0

g x 2 g x g 0 g 0x 0lim lim lim  6
xx x 1

x

  


     

 
 

 

6. 

 

A) Η ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηκε  .       

    i)  Με παξαγώγηζε ζηελ ζρέζε  1 έρνπκε  

                       3 2 2 2f x 2f x 3f x x 2x 3f x f x 4f x f x 3f x 2x 2
              

      23f x 4f x 3 f x 2x 2    
    

 2  

Όκσο    23f x 4f x 3 0    ,αθνύ  
2

4 4 3 3 20 0          ,νπόηε από ηελ  2
 

πξνθύπηεη  όηη  

 
   2

2x 2
f x

3f x 4f x 3


 

     
 3

 

νπόηε : 

   f x 0 2x 2 0 x 1     f x 0 2x 2 0 x 1             
 

 

ii) γηα ην πεδίν νξηζκνύ ηεο ζπλάξηεζεο  
 

2 x

f x
g x ln

x e




  

 
 2 x

f x
0 f x 0 x 1

x e
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 gΆ      A 1,  

 

B)  Γηα ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο 
fC ζην 

0x 0
 

Θέηνπκε ζηελ ζρέζε  (1) όπνπ x=0 θαη παίξλνπκε 
 

            
   

 
2f 0 2f 0 3 0

3 2 2 2f 0 2f 0 3f 0 0 2 0 f 0 f 0 2f 0 3 0  f 0 0
  

          
 

Θέηνπκε επίζεο ζηελ ζρέζε  (3) όπνπ x=0 θαη παίξλνπκε 
 

 
   

 2

2 0 2 2
f 0 f 0

3f 0 4f 0 3 3

 
    

   

Οπόηε ε εμίζσζε ηεο   εθαπηνκέλεο ηεο 
fC ζην 

0x 0
  

είλαη ε : 

    
2

y f 0 f 0 x 0 y x
3

       

) Γηα ην όξην έρνπκε : 

 
     

 2 :x

x 0 x 0 x 0

f x f 0f x
xxf x x f 0 0 1x 0xlim   lim  = lim

2x 2x2x 2 1 3
2

x 2x

  


     

  


 

 

7. 

 

Α. Δίλαη  
       2 2

h 0 h 0 h 0

f x h f x xh h f x f x xh h
f x lim  lim lim

h h h



  

       
     

 
 

h 0 h 0

x h h
lim lim x h x

h 

 
      ,δειαδή ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην R  θαη 

 f x x   , x R    2  

 

Β. Σηελ δνζκέλε ζρέζε  1  ζέηνπκε x y 1  θαη παίξλνπκε  

               2f 1 1 1 1 1 f 1 f 2 1 f 1 2 1 1 2              

                      Έηζη από ηελ ζρέζε  2  παίξλνπκε  f x 2x  , x R . 

                      Φαλεξά ε f ζα είλαη ηεο κνξθήο   2f x x c    3  , x R  

        Όκσο  
 3

2f 1 1 c 1 c 2


       θαη από ηελ  3 παίξλνπκε   2f x x 2  . 

 

Γ. Δίλαη 

 f x 2 2x 2

x 1 x 1

e e e e
lim lim

x 1 x 1



 

 


 
     4  

    Θεσξνύκε  ηελ  ζπλάξηεζε   2xg x e θαη ην όξην  4  παίξλεη ηελ κνξθή  

   
  2

x 1

g x g 1
lim g 1 2e

x 1


 


,αθνύ    2x 2g x 2e g 1 2e     

 

Γ.Αθνύ  ε εθαπηόκελε ηεο f
C ζην 0

x 1 είλαη παξάιιειε ζηελ επζεία  : y 2 1 x 3      ζα 

έρνπκε    
1

f 1 f 1 2 1 2 2 1
2
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8. 

Α. Δίλαη     
4

2

x x

x
lim g x lim 7x 1 f (x) x

4 

  
           

  
 

     γηαηί : 

   

4 4

x x

x x
lim 7x 1 lim

4 4 

   
       

   
 , 

2

x
lim x


   θαη  

    
x
lim f x


  

 

Β. Η  ζπλάξηεζε  g   είλαη  παξαγσγίζηκε  θαη  

 
4 4

2

4
3

x x
g (x) 7x 1 f (x) 7x 1 f (x) x

4 4

x
(x 7)f (x) 7x 1 f (x) 2x

4


   

           
   

 
      

 

 

νπόηε   g 0 7f (0) f (0)     (2) 

Όκσο ε ζπλάξηεζε f   είλαη άξηηα  νπόηε  ζα  είλαη  f ( x) f (x)   x R ,άξα  θαη  

 f ( x) f (x)   f ( x) f (x)      θαη  γηα  x 0   γξάθεηαη 

f (0) f (0) 2f (0) 0 f (0) 0         . 

Άξα από   (2)   g 0 7f (0)   δειαδή  ε  εθαπηόκελε  επζεία  ηεο  
f

C  ζην  ζεκείν   A 0,f (0)  

είλαη  παξάιιειε  ζηελ  επζεία  (ε): 7f (0)x 3 0.    

 

9. 

Α.   xf x e  νπόηε               2 x 2 x 2 x
f x e e 2 x 2 e 0   

  
 

          γηα 2   

 

Β. Η εμίζσζε εθαπηνκέλεο είλαη ζην ζεκείν   0 0
M x ,f x  είλαη: 

          0 0
2 x x

0 0 0 0
y f x f x x x y e 2 e x x

           (1) 

Η εθαπηνκέλε δηέξρεηαη από ηελ αξρή ησλ αμόλσλ άξα ηελ επαιεζεύεη: 

             0 0 0 02 x 2 x 2 x 2 x

0 0 0

1
0 e 2 e 0 x e 2 x e x  =    

2

   
           

 
 

Τν ζεκείν επαθήο είλαη: 
1 1 1

M ,  f ,e
2 2 2

    
    

         
    θαη ε (1) γξάθεηαη: 

   
1

y e 2 e x 2 ex
2

 
         

  
 

 

10. 

 

Α. Τν πεδίν νξηζκνύ ηεο g είλαη  g
A 0,   . 

     Γηα ην όξην έρνπκε απξνζδηνξηζηία 0   θαη επηδηώθνπκε κε αλάιπζε ηνπ θιάζκαηνο  
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      ζε άξζε ή ζε άιιε κνξθή απξνζδηνξηζηίαο. 

      

     Δίλαη     

    
   

 

 
 

0
x

x x

x 0 x 0 x 0 x 0

f x ln x 1 ln x 1e 1
lim lim lim e lim e ln x 1 1 0 0 0

g x ln x ln x ln x  

 
 

   

 
            

 

Β. Γηα ηελ  παξάγσγν ηεο ζπλάξηεζεο έρνπκε 

   
 

 
        x x x x x

x

g x ln x 1
h x e ln x e ln x e ln x e ln x e

f x e x

                          

 

Άξα    x 1
h x e ln x

x

 
    

 
 

Γ. Έζησ ηώξα   : y x      1 είλαη ε θνηλή εθαπηόκελε ησλ 
f

C  ,
g

C . 

    Δίλαη αθόκε   xf x e    θαη  
1

g x
x

   . 

   Έζησ αθόκε   1 1
A x ,f x  θαη   2 2

B x ,f x είλαη ηα θνηλά ζεκεία ηεο επζείαο   θαη 

    ησλ γξαθηθώλ παξαζηάζεσλ 
f g

C ,C αληίζηνηρα . 

   Η θνηλή εθαπηνκέλε ,αθνύ εθάπηεηαη ζε δύν γξαθηθέο παξαζηάζεηο ,έρεη εμηζώζεηο : 

             1 1 1 1x x x x

1 1 1 1 1
y f x f x x x y e e x x y e x x 1 e               

             2 2 2 2 2 2

2 2

1 1
y f x f x x x y ln x x x y x 1 ln x

x x
              

   Από ηα παξαπάλσ ,ιόγσ ηεο   1  πξνθύπηεη : 

 
 

 

   

1 11

1 1 1

1

x xx

22

2
x x x

x 1 1 1
1 2

1
e x e                     2x e

x
x 1 e 1 ln e x 1 e 1 x   3

x 1 e 1 ln x



 


 
             

      
                  

 

 

 

Από ηελ  3 παξαηεξνύκε όηη πξνθαλήο ξίδα είλαη ε 
1x 0 θαη από ηελ  2 παίξλνπκε 

0

2x e 1  . Οπόηε θαη  

0e 1

1 ln1 1

     
 
    

  : y x 1      ε θνηλή εθαπηόκελε . 

 

11. 

 

A Γηα x 1 έρνπκε  
x 1e 1

f x
x 1

 



. 

Όκσο ε ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο ζην R ,άξα θαη ζην x 1 θαη έηζη έρνπκε : 

   
 

 

0
x 1x 1 x 10

x 1 x 1 DlH x 1 x 1

e 1e 1 e
f 1 limf x lim   lim lim 1

x 1 1x 1

 

   




    
 

 θαη έηζη παίξλνπκε  
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x 1e 1
  , x 1

f x x 1

      1      , x=1

 


 



  /. 

B Γηα ηελ εύξεζε ηνπ  f 1  ρξεζηκνπνηνύκε νξηζκό παξαγώγνπ θαη έηζη : 

 
     

   

x 1
0 0

x 1 x 1 x 1x 1 0 0

2
x 1 x 1 x 1 DlH x 1 DlH x 1

e 1
1f x f 1 e 1 x 1 e 1 e 1x 1f 1 lim lim   lim   lim lim

x 1 x 1 2 x 1 2x 2x 1



   

    


          

  
 

Γηα ηα όξην έρνπκε :
     

 
h 0 h 0

f 1 h 1 f 1 h f 1 1
lim lim f 1

h h 2 

   
   . 

 Η δεηνύκελε  εμίζσζε ηεο εθαπηόκελεο είλαη : 

      
1

y f 1 f 1 x 1 y 1 x 1 2y x 1
2

           . 

 Τν δεηνύκελν όξην γξάθεηαη      
 

 
x 1 x 1

ln x 1
lim x 1 ln x 1 ln f x lim ln f x

1

x 1

  

 
 

       
 

 

.   

Όκσο : 


 

 

 
DLHx 1 x 1 x 1

2

1
ln x 1 x 1lim   lim lim x 1 0

1 1

x 1 x 1

  





  

     


 

  θαη 

 

 
 A

f x u

u 1

u 1x 1
lim ln f x  limu 0



 
 
  


    ,νπόηε παίξλνπκε :Όξην= 0 0 0   

 

12. 

 

A.θαλεξά ηζρύεη 
x 11 e 0  ,γηα θάζε x R , νπόηε ην πεδίν νξηζκνύ ηεο f είλαη fA R . 

     Δίλαη αθόκε        
x 1

x 1 x 1 x 1

x 1

1 e
f x ln 1 e x 1 ln 1 e ln e ln

e


  




         ,νπόηε θαη  

 
x 1

1
f x ln 1

e 

 
  

 
       1  

Έηζη γηα 1 2x ,x R κε 1 2x x  παίξλνπκε θαηά ηα γλσζηά 

   
1 2

1 2x 1 x 1

1 1
...ln 1 ln 1 f x f x

e e 

   
       

   
,δειαδή ε f είλαη γλεζίσο  θζίλνπζα ζην R . 

B. ε f σο γλήζηα κνλόηνλε είλαη θαη 1 1 ,δειαδή ζα αληηζηξέθεηαη. 

     Έηζη 1 ff
A    . 

Όκσο ε f είλαη ζπλερήο θαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην R ,νπόηε : 

    f
x x
lim f x , lim f x
 

       2  
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    x 1

x 1x x x

1
lim f x lim ln 1 e x 1 lim ln 1 x 1

e



   

                  
,αθνύ : 

   

x 1

1
1 u

e
u 1

x 1x

1
lim ln 1   ln1=0

e

 

 
  

  

 

 
  

 
 θαη    

x x
lim x 1 lim x
 

       

  

x 1

1
1 u

e
u 1

x 1x x

1
lim f x lim ln 1   ln1=0

e



 
  

  

 

  
    

  
θαη από ηελ  2  παίξλνπκε  f 0,    

. ε αλίζσζε γξάθεηαη ηζνδύλακα  

          
f 4f x f 4f xe 1 e 1

e ln e ln f 4f x f 2
e e

   
       

   
f  1

4f x 2 f x
2



           3  

Όκσο      
x 1

x 1 x 1

x 1 x 1 x 1

1 e 1
f x ln 1 e x 1 1 e x 1

1 e 1 e 1 e


 

  

             
    

θαη 

ζεσξώληαο 1 2x ,x R κε 1 2x x  παίξλνπκε θαηά ηα γλσζηά 

   
1 2

1 2x 1 x 1

1 1
f x f x

1 e 1 e 
     

 
 ,δειαδή ε f   είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην R . 

Έηζη       
f

3 f x f 1   x>1


    . 

. αθνύ ε επζεία   y x ln 2     εθάπηεηαη ηεο fC 0x 1 ,ζα έρνπκε : 

   

 

1
1 ln 2 ln 2 0

y 1 f 1 2
1 1

1f 1
2 2

2



                 

     
               

 

13. 

 

Α. Η ζπλάξηεζε f έρεη θαλεξά πεδίν νξηζκνύ fA R ζην νπνίν είλαη θαη παξαγσγίζηκε. 

     Δίλαη  

      2 x x

2 2x 2

1 1 2x
f (x) 1 x e e

1 x e x 1

      
 

   1  

   αλ x 0 ηόηε είλαη θαη f (x) 0  ,επνκέλσο, ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα  

    ζην δηάζηεκα  0,  

   αλ x 0 είλαη 
xx 0 e 1    θαη άξα 

   

2
x

2 2 2

2x 2x (x 1)
f (x) e 1 0

x 1 x 1 x 1

 
      

  
γηα θάζε x 0 ,δειαδή ε f είλαη  

                               γλεζίσο αύμνπζα ζην δηάζηεκα  ,0 . 

  Όκσο ε f είλαη ζπλερήο ζην R ,άξα θαη ζην ζεκείν x 0 ,νπόηε  όηη ε f είλαη  

  γλεζίσο αύμνπζα ζην  

 

Β. Παξαηεξνύκε όηη  
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     2

0

1
f ln(1 0 ) 1 ln1 1 1 0

e
0         ,δειαδή x 0 είλαη ξίδα. 

    Όκσο ε f είλαη  γλεζίσο αύμνπζα ζην  ,νπόηε ε x 0 είλαη κνλαδηθή ξίδα. 

 

Γ. Λόγσ ηνπ Β εξσηήκαηνο ,ε f σο ζπλερήο δηαηεξεί ζηαζεξό πξόζεκν ζηα δηαζηήκαηα 

     ,0  θαη  0,  θαη έηζη έρνπκε : 

   αλ  x ,0  ηόηε      
f

x 0  f x f 0 f x 0


      θαη όκνηα 

   αλ  x 0,  ηόηε      
f

x 0  f x >f 0 f x 0


     . 

 

Γηα ην ζύλνιν ηηκώλ ηώξα ,ε f σο ζπλερήο θαη γλεζίσο αύμνπζα ζα έρεη ζύλνιν ηηκώλ 

   
x x

f lim f (x)A , lim f (x)
 

     2  

Όκσο 

   
2

xx x

1
lim f (x) lim ln(1 x ) 1

e 

 
      

 
 γηαηί  

   

2

2

x y

x 1 y
lim ln(x 1) lim ln y

x  y 

  
    

   
 θαη  

xx

1
lim 1 1 0 1

e

 
  





   

 

 

    

x 2
2

x xx x x

1 e ln(x 1) 1
lim f (x) lim ln(x 1) 1 lim 1

e e  

 
 


  
     





    3  

Αιιά : 

                     

2 D.L.H
x 2

x x 2x x x

ln(x 1) 2x
lim e ln(x 1) lim lim

e e (x 1)   




  

 
 

 
D.L.H

x 2 x x 2 x 2x x x

2 2 2
lim lim lim 0 0 0

e (x 1) 2xe e (x 1) 2x e (x 1)

1 1
      



     
   




  

 

Τν όξην ιόγσ ηεο  3  γξάθεηαη  

                        x x 2

x x
lim f (x) lim e e ln(x 1) 1 1 0 1 1

 

       
 

     

θαη έηζη από ηελ  2  παίξλνπκε ζύλνιν ηηκώλ ην  

                                                   f , RA      

14. 

 

Α. Πνιιαπιαζηάδνπκε ηελ δνζκέλε ζρέζε κε 
xf (x)e  θαη έρνπκε 

         
xf (x):x 0

xf x xf x xf x2 2 xf (x) xf (x) e
xf x e x f x e x e f (x)e xf (x)e x

x



         

                                             

xf (x)
xf (x) e

 (e ) x
x

      1  
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Θέηνπκε  xf (x)e g x  θαη ε ζρέζε  1  γξάθεηαη  

 

21 g(x) g(x)
g (x) x ( )g(x) xg (x) g(x) x ( ) (x) x c

x x x
                2  

Απν ηελ  2  γηα x 1  παίξλνπκε 

0f ( 1)g( 1)
1 c c 1 ce 0e 1 c

1

     


      


  θαη από ηελ  2 παίξλνπκε 

2
2 xf (x) 2 2 lnx

g(x) x e x xf (x) ln(x ) f (x)
x

        
 2ln x

f x
x


    , x 0 . 

Β.  Η παξάγσγνο είλαη 
2

2(1 ln( x))
f (x)

x

 
   ,νπόηε 

f (x) 0 1 ln( x) 0 ln( x) 1 n( x) lne x e x e                 

θαη γηα ην πξόζεκν ηεο f (x)  ιύλνπκε ηελ αλίζσζε 

f (x) 0 1 ln( x) 0 ln( x) lne x e x e               

 

 

 

 

 

 

 

 

θαη ε  κνλνηνλία ηεο είλαη f   ζην ( , e]  θαη  ζην  e,  . 

Έρεη δε νιηθό ειάρηζην ζην x e   ην f ( e) 2 / e    

 

Γ. Θα πξέπεη 

 
x

f x
e 1 lim

x




    θαη    

x
2 lim f x e 1 x



      
 

   

Όκσο 

   
 

 
 

2 2x x x DH x x

2ln x 2
2ln xxf x 1

e 1 lim lim lim   lim lim 0
x x x 2x x

x






    
   






    θαη 

        
 

x x x DH x
2 lim f x e 1 x lim f x lim l

2ln x 2
im 0

x x






   

     


    





 

θαη έηζη παίξλνπκε 

0e 1 0 e 1

22 0 2

          
   

        
 

15. 

 

Α. i) είλαη 
f (x) lnx f (x)f (x) lnx e e e x     άξα 

f (x)e x 0    1  

x -                                -e                          +  

f ΄(x)                   –                                     +  

 

f(x) 

 

                                        νε 

αθνύ σο γλσζηόλ (ζέιεη απόδεημε) ε εμίζσζε 
xe x 1  έρεη κνλαδηθή ιύζε ηελ x 0  
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Θεσξνύκε ηελ ζπλάξηεζε   f (x)h x e x  γηα ηελ νπνία ηζρύνπλ : 

 είλαη ζπλερήο σο πξάμεηο ζπλερήο σο πξάμεηο ζπλερώλ ,αθνύ ε f είλαη ζπλερήο σο  

   παξαγσγίζηκε. 

 ιόγσ ηεο  1 είλαη κή κεδεληδόκελε . 

Έηζη ζα δηαηεξεί ζηαζεξό πξόζεκν. 

Όκσο   f (0)h x e 0 1 0    ,δειαδή  h x 0 γηα θάζε x R . 

 

Δίλαη 
f (x) f (x) f (x) f (x)

f (x)

1
f (x) f (x)(e x) 1 e (f (x)(e x)) e

e x
        


 

                 
f (x) 2 f (x)1

[(e ) ] (xe )
2

   f (x) 2 f (x)1
(e ) xe c

2
     2  κε f (0) 0  

Από ηελ ζρέζε  2  κε αληηθαηάζηαζε x 0 παίξλνπκε 

                           
f (0) 2 f ( 00) 21 1

(e ) 0 e c (e ) c
2 2

       δειαδή 
1

c
2

  

Έηζη  

 2   
f (x) 2 f (x) f (x) 2 f (x) f (x) 2 21 1

(e ) xe (e ) 2xe 1 (e x) 1 x
2 2

          

 
 

 2 2 f (x) 2 f
h x 0

) 22 (x1 x 1 xh x  h x xe x 1 x e 1 x


             

 f (x) 2 2e 1 x f (x) ln(x 1 xln l x )n        

ii) Έζησ ε εμίζσζε έρεη ιύζε 0x R .Τόηε : 

     
2 2 2 2

0 0 0 0 0 0 0x 2 1 x ln(x x 1) x x 1 1 x 0            

      πνπ βέβαηα είλαη άηνπν. 

Καηά ζπλέπεηα ε εμίζσζε είλαη αδύλαηε ζην  . 

    iii)   Απν ηελ Άιγεβξα Β Λπθείνπ (Κεθ. 5) πξνθύπηεη όηη ε γξαθηθή παξάζηαζε 

           ηεο y ln x βξίζθεηαη θάησ από ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο y x . 

          Καηά ζπλέπεηα ln x x γηα θάζε x 0 ,άξα θαη  

   2 2ln x 1 x x 1 x x f x x         

 

ζρόιην 

Αιιηώο ην iii) εξώηεκα 

Δίλαη ln x x 1  γηα θάζε x 0  (δελ ζέιεη απόδεημε ,σο ιπκέλε εθαξκνγή ) ,νπόηε 

ln x x 1 x ln x x     θιπ 

 

Β. Δίλαη      
 

2ln x 1 x
2 2f x

x 1 x x 1g e e g x xx
 

            3  

 

i)  Γηα ηελ πιάγηα αζύκπησηε έρνπκε  

 

    γηα x  
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x 2x x

22

x

x 1 1
xx 1 x

1

1

g x 1
lim lim ... lim lim 1

x x
1

xx   

 
  

         
 

     

        2x x x

2 2

x
x 1 x

1
lim g x x lim x lim l x1 x 1im

x   

 
       








   

θαηά ζπλέπεηα ε g δελ έρεη πιάγηα αζύκπησηε ζην   

 

    γηα x  εξγαδόκαζηε όκνηα 

 

ii) είλαη      
2

2 2

2 2 2

1 x
x 1 x 1 x

1

1 x x
g

x
x 1 1 0

2 1 x 1 x

   
  

  
         

αθνύ  2 21 x xx x x x 0 g x 0        

 

Καηά ζπλέπεηα έρνπκε όηη ε g είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην R . 

 

16. 

 

Α. αθνύ    F x f x   ,παξαγσγίδνληαο δνζκέλε ζρέζε παίξλνπκε : 

 2 2 4 2F (1 2x)(1 2x) F (x 2)(x 2) x 5x 2x
            

2 32F (1 2x) 2xF (x 2) 4x 10x 2         

2 32f (1 2x) 2xf (x 2) 4x 10x 2         1  

 

 κε αληηθαηάζηαζε ζηελ  1  όπνπ x 0 παίξλνπκε  

   2 32f (1 2 0) 2 0f (0 2) 4 0 10 0 2 f 1 1               θαη  

 κε αληηθαηάζηαζε ζηελ  1  όπνπ x 1  παίξλνπκε  

             
2 3

2f (1 2 1 ) 2 1 f ( 1 2) 4 1 10 1 2 f 3 3               

Β. ε f σο παξαγσγίζηκε ζην R είλαη θαη ζπλερήο  

  i) αξθεί ε εμίζσζε  f x 0 λα έρεη κηα ηνπιάρηζην πξαγκ. ξίδα . 

    Όκσο γηα ηελ f έρνπκε  

   είλαη ζπλερήο ζην R ,άξα θαη ζην  1,3  

        f 1 f 3 1 3 6 6 0         

    νπόηε από ην Θ Bolzano ππάξρεη  0x 1,3 ώζηε  0f x 0   2  

ii) θαλεξά ε  f  είλαη ζπλερήο ζηα 01,x , 0x ,3 θαη παξαγσγίζηκε ζηα  01, x ,  0x ,3 . 

    Έηζη από ην ΘΜΤ ππάξρνπλ  

      1 01,x  ώζηε  
         i

0

1

0 0 0 0

f x f 1 0 f 1 f 1 1
f   

x 1 x 1 x 1 x 1

  
     

   
 θαη 
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      2 0x ,3  ώζηε  
     i

0

2

0 0 0

f 3 f x 3 0 3
f   

3 x 3 x 3 x

 
    

  
  

 

έηζη έρνπκε 

 

   

 00
0 0

1 2

3 3 xx 11 3
x 1 3 x 2

f f 1 3


       

  
 

 

17. 

 

Α.  Η ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηκε, σο πειίθν παξαγσγίζηκσλ ζπλαξηήζεσλ, 

     έρεη δε  παξάγσγν 

   

x 2 x x 2

2 2
2 2

e (x 1) 2xe e (x 1)
f (x) 0

x 1 x 1

  
   

 
  γηα θάζε x 1 . 

   Καηά ζπλέπεηα  ε ζπλάξηεζε  είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζε θάζε έλα από ηα   

   δηαζηήκαηα   ,1  θαη   1,  .  

   Όκσο  ε  f  είλαη ζπλερήο ζην R ,νπόηε θαη ζην 0x 1 ,νπόηε 

   ζα είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην  . 

  Αθόκε  έρνπκε όηη  

x
x

2 2x x x

e 1
lim f (x) lim lim e 0 0 0

x 1 x 1  

 
      

  
 

  θαη  
 

 

 

 

x xx x x

2x x x x x x2

e ee e e
lim f (x) lim lim lim lim lim

x 1 2x 22xx 1
     

 

      
  



 

Άξα ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο ζπλάξηεζεο είλαη ην δηάζηεκα   0 ,   . 

 

Β. Η f σο γλήζηα κνλόηνλε ζα είλαη θαη 1 1 .Έηζη ε εμίζσζε  γξάθεηαη ηζνδύλακα: 

  

     
3

7 x 27 x 2 7 x 2e
f e (x 1) f e (x 1) f (3) e x 1 3

10

           

 
 

7 x 7 7
2

x 2

e e e e
x 1 3 f (x)

e x 1 3 3
       


 

΄Οκσο ν αξηζκόο  

7e

3
 αλήθεη ζην ζύλνιν ηηκώλ ηεο ζπλάξηεζεο, άξα ππάξρεη 0x R  ηέηνηνο ώζηε 

7

0

e
f (x )

3
 , ν νπνίνο είλαη κνλαδηθόο, αθνύ ε ζπλάξηεζε είλαη γλεζίσο κνλόηνλε.  
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Γ. είλαη 

   
ln lnln x  f

2 2

e e
0   ln <ln   f ln f ln

ln 1 ln 1

  

           
  

2

2 2 2

ln 1

ln 1 ln 1 ln 1

   
   

     
 

 

18. 

Α. Η ζπλάξηεζε f  έρεη πεδίν νξηζκνύ ην δηάζηεκα   0 ,  , ζην νπνίν είλαη παξαγσγίζηκε, κε 

παξάγσγν      
x 1

f (x) x 1 ln x x 1 ln x ln x
x

          . 

 Δπνκέλσο γηα  0 x 1   είλαη x 1 0   θαη  ln x 0 , άξα  f (x) 0    

θαη επεηδή ε f  είλαη ζπλερήο ζην   0 ,1 , είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην   0 ,1 . 

 Οκνίσο γηα  x 1  είλαη  x 1 0   θαη  ln x 0 , άξα  f (x) 0  , ζπλεπώο ε  f  

 είλαη γλεζίσο αύμνπζα  ζην  1,  . 

Γηα ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο  f  έρνπκε: 

     
x 0

f 0 ,1 f (1) , lim f (x) 1,


   


, εθόζνλ ε f είλαη ζπλερήο θαη γλεζίσο θζίλνπζα ζε απηό 

ην δηάζηεκα. 

Οκνίσο είλαη       
x

f 1, f (1) , lim f (x) 1,


    


 . 

Σπλεπώο ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο  f  είλαη ην δηάζηεκα   1,  . 

 

Β. Η ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο ζην  1,e κε : 

 f 1 1 0    θαη  f e e 2 0   . 

Οπόηε από ην Θ. Bolzano πξνθύπηεη όηη ε εμίζσζε  f x 0  έρεη κηα ηνπιάρηζηνλ ξίδα ζην  1,e  

θαη σο γλεζίσο αύμνπζα  ζην δηάζηεκα απηό ,ε ξίδα είλαη κνλαδηθή . 

 

Γ. Η εμίζσζε γξάθεηαη ηζνδύλακα : 

   x 1 2015 x 1 2015x e ln x lne x 1 ln x 2015 x 1 ln x 1 2015 1 f (x) 2014             

Από ην εξώηεκα  Α  έρνπκε όηη ε  f  παίξλεη θάζε ηηκή ηνπ δηαζηήκαηνο   1,   αθξηβώο δύν 

θνξέο. Δπεηδή ν αξηζκόο  2014  αλήθεη ζε απηό ην δηάζηεκα, ε εμίζσζε f (x) 2014 , ζπλεπώο θαη 

ε αξρηθή, έρεη αθξηβώο δύν ξίδεο. 

 

Γ. Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε     x

1 2h(x) e f (x) 2014 , x x , x   . 

Η h  είλαη παξαγσγίζηκε  ζην   1 2x , x   θαη  1 2h(x ) 2015 h(x )  . 

Σπλεπώο ηζρύνπλ νη ππνζέζεηο ηνπ ζεσξήκαηνο ηνπ Rolle γηα ηελ  h , άξα ππάξρεη   0 1 2x x , x  

ηέηνην, ώζηε 0h (x ) 0  .  

Όκσο είλαη     x x xh (x) e f (x) 2014 e f (x) e f (x) f (x) 2014        , ζπλεπώο  

0 0 0h (x ) 0 f (x ) f (x ) 2014     . 
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19. 

 

Α. Αξθεί λα δείμνπκε όηη  f 1 0  . 

Δίλαη 
 /

2 3

x ln 1 x 1 x
f (x) ... [x 2ln(1 x)]

x x 1 x


  

       
 

  1 ,νπόηε θαη  

                                                     
/ 3

f (1) ln4
2

   . 

Όκσο 
3 3 2 /3 3

e 16 lne ln4 3 2ln4 ln4 ln4 0 f (1) 0
2 2

             

Β.Από  1 έρνπκε 
/

3

1 x
f (x) [x 2ln(1 x)]

x 1 x
    


 

Έζησ
x

h(x) x 2ln(1 x)
1 x

   


, x 1  .  

Μηα πξνθαλήο ξίδα ηεο h(x) 0 είλαη ε x 0 .  

Eπίζεο 

2

2

x
h (x) 0

(1 x)
  


, γηα θάζε x 1  .  

Καηά ζπλέπεηα ε εμίζσζε h(x) 0 , έρεη κνλαδηθή ξίδα ηελ x 0 ,άξα ε εμίζσζε
/f (x) 0 , δελ 

έρεη ξίδα ζην (0, ) θαη δεδνκέλνπ όηη ε 
/f είλαη θαη ζπλερήο, ζα  

δηαηεξεί ζηαζεξό ην πξόζεκό ηεο.  

Όκσο 
/ 3

f (1) ln4 0
2

   , άξα
/f (x) 0 , γηα θάζε x 0 .  

Άξα ε f είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην (0, ) . 

Γ. Η f είλαη ζπλερήο θαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην (0, ) θαη θαηά ζπλέπεηα ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο 

είλαη :       
x

x 0

f A lim f x  ,  limf x




 
  
 

     2  

Όκσο : 

   
   

x x x2

x ln 1 x ln 1 x

x

1
lim f x l

x
im lim

x  

  
  




 




    3  κε  

      
x

1
lim 0

x
    θαη 

    

 
2 DHx 2x x x

ln 1 xln 1 x
  

x
x

1
1 1x 1lim lim lim lim 0

2x x 2x 2  









  



 
  . 

Οπόηε από ηελ ζρέζε  3 παίξλνπκε  
x
lim f x 0


  

   
    

 
x 0 x 0 x

0

0

2 DH 20 x 0

1
1

x 1limf x lim l
x ln 1 xx ln 1 x

  
x

x

im lim
2x   

  
 




  

 x 0

x 1
lim

2x x 1 2
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Έηζη από ηελ  2  παίξλνπκε όηη ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο f είλαη  
1

f A 0,
2

 
  
 

 

Γ. Η εμίζσζε   2 ln xx 2015 e ln x 1    γξάθεηαη ηζνδύλακα : 

  
 

 2

2

x ln x 1 1 1
x 2015 x ln x 1 f x

x 15 15

 
        

Όκσο ε ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο ζην  0, θαη ην  
1

f A
15

 . 

Καηά ζπλέπεηα από ΘΔΤ ππάξρεη  0x 0,  ώζηε  0

1
f x

15
 . 

Δίλαη δε κνλαδηθό ,αθνύ ε f είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην (0, ) . 

 

20. 

 
Α. Δίλαη 

x
x f (x) x f (x) x f (x) x f (x) f (x) x

x

e
e e e e e e e e f (x) x ln(1 e )

e 1

         


 

x
x x

x

e
f (x) ln e ln(1 e ) f (x) ln

1 e
     


 

 

Β. Δίλαη 

x

x x

e 1
f (x) 1 0

1 e 1 e
    

   
                                                             Άξα ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην R  

    θαη 
 

   

x x

2 2x
x x

1 e1 e
f (x) 0

1 e 1 e 1 e

  
       

   
   

                                                            Άξα ε f είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην R . 

 

Γ. Η εμίζσζε  γξάθεηαη ηζνδύλακα  : 

 
   f (2f (x)) f (2f (x)) f (2f (x))e e
e 1 e e e ln e ln f (2f (x)) f 1

e 1 e 1

          
   

Όκσο ε ζπλάξηεζε f σο γλεζίσο αύμνπζα ζα εί λαη θαη 1-1 ,νπόηε από ηελ (1) πξνθύπηεη : 

 
1

f (2f (x)) f 1 2f (x) 1 f (x) f (x) f (0) x 0
2

              

Γηαηί ε f΄ σο γλεζίσο θζίλνπζα ζα είλαη θαη 1-1 . 

 

 

Γ.Δίλαη 

       
f e e e e

  f f ln ln e 1 e e 1 e
1 e 1 e 1 e 1 e

   
   

   
             

   

e 1 e 1 e 1 e 1 e 1 e
e ln e ln ln

e 1 e e e e e
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21. 

 

α) Δίλαη        
1 2 x 1 2

f x 2 x ln x 2 ln x 2 ln x 2
xx x x

          
 

 

   
1 ln x

ln x 2 2 f x
x x

      

Δίλαη     
x 0 x 0 x 0

ln x 1
lim f ' x lim lim ln x

x x
    

 
        

 
 

β) Γηα ηηο αζύκπησηεο ζην  0, έρνπκε : 

 Αθνύ  
x 0
lim f ' x


   ε f δελ έρεη θαηαθόξπθε αζύκπησην ζην x=0 



   

 

/

x x DH x x x

1 1
f ' x ln xln x x xlim lim  lim lim lim

x 3xx x x xx x
2 x 2 x

 

    


   




 

2x x

2 x 2 1
lim lim 0

3x 3 x x 
      θαη 

   
/

x x x DH x x

1
ln x 2xlim f ' x 0x lim f ' x lim   lim lim 0

1x x

2 x

 

    
         

Καηά ζπλέπεηα ε κόλε αζύκπησηνο είλαη ε επζεία y 0 ,δειαδή ν άμνλαο x x . 

γ) Δίλαη  
   

 
2

1 ln x 1 ln x
xln x x ln x xln x 2 ln xx 2 x x 2 xf x

x xx 2x xx

     
      

 
 

  ην πξόζεκν ηεο  f x εμαξηάηαη από ην 2 ln x  . 

                  Έηζη έρνπκε 
2 22 ln x 0 ln x 2 ln x lne x e         

 

x 0                                       e2                                                   +∞ 

f΄                  +                                            - 

f΄΄             θπξηή                 Κ               θνίιε     

 

 Δίλαη       2 2 2f e 2 e ln e 2 2e 2 2 0      θαη θαηά ζπλέπεηα ε f παξνπζηάδεη θακπή ζην 

ζεκείν   2A e ,0  

δ) Γηα ηελ εύξεζε ηνπ ζπλόινπ ηηκώλ ,ζα κειεηήζνπκε ηελ f σο πξνο ηελ κνλνηνλία θαη ηα 

αθξόηαηα . 

 Δίλαη  
ln x

f ' x 0 0 ln x 0 x 1
x

      
 

  
ln x

f ' x 0 0 ln x 0 ln x ln1 x 1
x
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Η f έρεη νιηθό ειάρηζην ,ην    f 1 2 1 ln1 2 4      

 γηα ηα  x 0,1 είλαη        1
x 0

f A f 1 , lim f x 4,0


  


 

    Γηαηί        
x 0 x 0
lim f x lim 2 x ln x 2

  

       
 

 

 

 γηα ηα  x 1,  είλαη        2
x

f A f 1 , lim f x 4,


   


 

    Γηαηί        
x x
lim f x lim 2 x ln x 2
 

       
 

 

Καηά ζπλέπεηα ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο f είλαη 

       1 2f A f A f A 4,0     

Όκσο ε ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο ζην  1, θαη ην  e f A . 

Καηά ζπλέπεηα από ΘΔΤ ππάξρεη  0x 1,  ώζηε  0f x e . 

Δίλαη δε κνλαδηθό ,αθνύ ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην (1, ) . 

 

22. 

α) Έρνπκε f ΄(x)=
2

x
(2lnx-1)+ 

4

2x
2
x

1
-2(lnx-1)- 2x

x

1
= xlnx-

2

x
+

2

x
-2lnx+2-2  

     = xlnx-2lnx =(x-2)lnx , δειαδή  f x (x 2)ln x   γηα θάζε x>0    1 . 

 

β) f ΄(x)=0 (x-2)lnx=0  ( x-2=0 ή lnx=0 )  x=2 ή x=1 . Τα x-2 , lnx  είλαη  

    εηεξόζεκα κόλν ζηελ πεξίπησζε x(1 , 2) .Τν πξόζεκν ηεο f ΄ θαίλεηαη ζηνλ  

    πίλαθα πνπ αθνινπζεί : 

 

 

x 

0 1 2 +  

f ΄(x)            +                    0   - 0              + 

 

f(x) 

 

     

                                  η.κ.                    η.ε. 

 

    Έηζη ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζηα δηαζηήκαηα (0 ,1) , (2 , + ) θαη γλεζίσο 

    θζίλνπζα ζην [1 , 2] , ελώ παξνπζηάδεη ηνπηθό κέγηζην ζηε ζέζε 1 ην f(1)=
4

7
 

    θαη  ηνπηθό ειάρηζην ζηε ζέζε 2 ην f(2)=3-2ln2 . 

 

γ) Γηα ην όξην  
x
lim f x


έρνπκε : 
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2 2

x x x

x x (2lnx 1)
lim f x lim (2lnx 1) 2x(lnx 1)  lim 2x(lnx 1) 1  1

4 8x(lnx 1)



  

   
         

   
  Όκσο

  

 
x
lim 2x(lnx 1)


     θαη 

2
2

x DH x x x

2
2x(2lnx 1) x

x (2lnx 1) 4x ln x 2x 2x 4x ln xxlim  lim lim lim
8x8x(lnx 1) 8ln x 8 8 8ln x

8(lnx 1)
x





   

 
  

  
  

 

x

x
lim

2
    

Οπόηε από ηελ ζρέζε  1  πξνθύπηεη όηη : 

    
x
lim f x 1


      

 

δ) Η εμίζσζε ηζνδύλακα γξάθεηαη : 

   
2 24 4 4

ln x x 2 ln x f x
x 2

   
      

  
   2  

Η ζπλάξηεζε f  είλαη ζπλερήο  ζην  2, θαη ν αξηζκόο  

     
x

4
f 2 , lim f x 3 2ln2,



     


 ,γηαηί : 

  
224

4 4 4 0 2 0          


 πνπ ηζρύεη . 

 4>3 2ln2 1+ln4>0 lne+ln4>0 ln4e ln1 4e 1       πνπ ηζρύεη θαλεξά . 

Καηά ζπλέπεηα ,από ΘΔΤ ,ππάξρεη  0x 2,  ώζηε  0

4
f x   


 θαη ιόγσ  

κνλνλίαο είλαη κνλαδηθό . 

 

 

23. 

A. Δίλαη   
x

2

xf (x) f (x)
h (x) 2015e

x

 
     (1) 

Δθαξκόδνπκε  γηα  ηε ζπλάξηεζε f (x)  Θ.Μ.Τ. ζην  δηάζηεκα   0, x . 

  Η f (x) ιόγσ ππόζεζεο είλαη παξαγσγίζηκε ζην  0,  άξα θαη ζπλερήο   

     ζην   0, x . 

 Η f (x)  είλαη παξαγσγίζηκε ζην  0,  άξα θαη ζην   0,x . 

Καηά  ζπλέπεηα  από ην  Θ.Μ.Τ. ππάξρεη  μ  0,x  ώζηε   

f (0) 0f (x) f (0)
f ( )   f (x) xf ( )

x


      . 

Καηά  ζπλέπεηα  ε  ζρέζε  (1)  ηζνδύλακα  γξάθεηαη 

 x x

2 2

x f (x) f ( )xf (x) xf ( )
h (x) 2015e 2015e

x x

    
       (2) 
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Όκσο  ε ζπλάξηεζε f   είλαη γλεζίσο  αύμνπζα  νπόηε 

Γηα  μ  0,x   είλαη  0 x     νπόηε  f (0) f ( ) f (x)     . 

     Από  ηε  ζρέζε  (2)  πξνθύπηεη  όηη  h (x) 0   γηα  θάζε  x 0  θαη  θαηά   

     ζπλέπεηα ε ζπλάξηεζε  h(x)  είλαη  γλεζίσο  αύμνπζα  ζην  0, . 

 

B. Η εθαπηόκελε έρεη  εμίζσζε :   

                                                      y f 0 f 0 x 0 y 0 2x y 2x         

 

Γ. Γηα ην όξην έρνπκε : 

 x x

2 2
x 0 x 0

f (x) f 0f (x) ln x 1
lim 2015e lim 2015e ln x

x x x 0 x  

  
       

   
 

       02015e f 0 2017          

 

24. 

 
Α. Γηα ηελ εύξεζε ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ,πξέπεη : 

        

x 1 0 x 1 x 1

x 0 x 0 x 0  x 0,1 1,

ln x 0 ln x ln1 x 1

       
  

          
      

 

Καηά ζπλέπεηα ην πεδίν νξηζκνύ ηεο είλαη   A 0,1 1,   

Φαλεξά ε f είλαη ζπλερήο θαη παξαγσγίζηκε ζην A θαη ε παξάγσγνο ηεο είλαη : 

 
       

 

x x 1

2 2

1 1
ln x ln x 1 x ln x x 1 ln x 1x 1 xf x   

ln x x x 1 ln x

       


 

Γηα ηελ εύξεζε ηνπ πξνζήκνπ ηεο f ζα εξγαζηνύκε κε δύν ηξόπνπο 

 

Α ηξόπνο (πλζέηνπκε ηελ f κε αληζνηηθέο ζρέζεηο πνπ ηζρύνπλ) 

 Γηα θάζε  x 0,1  έρνπκε : 

 
x 0

x 1 ln x ln1 lnx 0  xlnx x 0 xlnx 0
 

            1  

    
 

   
x 1 0

x 0 x 1 1 ln x 1 ln1 ln x 1 0  x 1 ln x 1 0
  

               

   
 

   
1 0

 - x 1 ln x 1 0
  

       2  

Πξνζζέηνπκε ηηο ζρέζεηο  1 θαη  2 θαη παίξλνπκε    x ln x x 1 ln x 1 0     

θαη επεηδή   2x x 1 ln x 0   ,εύθνια πξνθύπηεη όηη  
   

  2

x ln x x 1 ln x 1
f x 0

x x 1 ln x

  
  


 ,άξα ε 

f είλαη  ζην  0,1 . 

 Γηα θάζε  x 1,   έρνπκε : 

    x x 1   θαη  ln x ln x 1   θαη κε πνι/ζκό (αθνύ είλαη όια ζεηηθά) παίξλνπκε  
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       x ln x x 1 ln x 1 x ln x x 1 ln x 1 0        νπόηε είλαη πάιη  f x 0  ,άξα ε f είλαη 

 ζην  1, . 

Άξα ε f είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζε θάζε έλα από ηα δηαζηήκαηα ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο . 

 

Β ηξόπνο   (Με ΘΜΣ-εκθαλίδνληαο ζηελ παξάγσγν ηεο f ηνλ ιόγν ΘΜΣ άιιεο  

                  ζπλάξηεζεο) 

Γξάθνπκε ηελ παξάγσγν ζε κνξθή 
   f f  


 δειαδή ΄΄ιόγνπ ΘΜΤ΄΄ 

 
   

   

   

 2 2

x ln x x 1 ln x 1 x 1 ln x 1 x ln x1
f x

x x 1 ln x x x 1 ln x x 1 x

     
    

   
  3  

 Θεσξνύκε ηελ ζπλάξηεζε  g x x ln x θαη εθαξκόδνπκε ΘΜΤ ζην  x,x 1 κε  

    x 1 .Δίλαη :. 

     g x x ln x ln x 1     θαη    
1

g x ln x 1 0
x

      ,νπόηε g     

 Φαλεξά ηζρύνπλ γηα ηελ g νη 2 πξνππνζέζεηο ηνπ ΘΜΤ ζην  x,x 1 ,νπόηε 

Υπάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ  x,x 1  ώζηε  
   

 

   

 

g x 1 g x x 1 ln x 1 x ln x
g

x 1 x x 1 x

    
   

   
 . 

Όκσο        
   

 
 

g x 1 ln x 1 x ln x
x x 1  g x g g x 1 g x g x 1

x 1 x

   
                

 
 

θαη επεηδή x 1 είλαη θαη      g x g 1 1 0 g x 0        άξα θαη 
   

 

x 1 ln x 1 x ln x
0

x 1 x

  


 
 , 

νπόηε από ηελ  3  έρνπκε  f x 0   …………. 

Γηα ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο f ,αθνύ είλαη ζπλερήο θαη γλεζίσο θζίλνπζα ζε θάζε άλα από ηα 

δηαζηήκαηα ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο ζα έρνπκε :  

         
xx 1 x 0 x 1

f A lim f x , lim lim f x , lim f x
    

     4  

Γηα ηα όξηα ηώξα έρνπκε : 

  
 

 
x 1 x 1 x 1

ln x 1 1
lim f x lim lim ln x 1

ln x ln x    

  
      

 
  

                      γηαηί ln x 0  θαη  
x 1
lim ln x 1 ln 2 0


    

  
 

 
x 1 x 1 x 1

ln x 1 1
lim f x lim lim ln x 1

ln x ln x    

  
      

 
   

                    γηαηί ln x 0  θαη  
x 1
lim ln x 1 ln 2 0


    



x 0
lim


 

 
 

x 0 x 0

ln x 1 1
f x lim lim ln x 1 0

ln x ln x  

  
     

 
 

                    γηαηί 
x 0 x 0

1
lim ln x lim 0

ln x  
    θαη  

x 0
lim ln x 1 ln1 0
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x x DH x x x

1
ln x 1ln x 1 xx 1lim f x lim   lim  lim lim 1

1ln x x 1ln x
x





    

     


 

Οπόηε ιόγσ ηεο  4  έρνπκε όηη      f A ,0 1,    . 

 

Β. Γηα ηηο αζύκπησηεο ηεο έρνπκε : 

 

 Από ην εξώηεκα Α θαη ην όξην  
x 0
lim f x 0


 πξνθύπηεη όηη ε επζεία x 0 είλαη  

    θαηαθόξπθε αζύκπησηνο . 

 Δίλαη αθόκα  

 
x 1
lim f x


   θαη  

x 1
lim f x
 

    νπόηε ε επζεία y 1 είλαη  

    νξηδόληηα αζύκπησηνο . 

 

Γ. Γηα ηελ απόδεημε ηεο αληζόηεηαο έρνπκε : 

   1   ,νπόηε αθνύ ε ζπλάξηεζε είλαη  ζην  1, έρνπκε θαη 

   
   

   
ln ln 0ln 1 ln 1

f f   ln ln 1 ln ln 1
ln ln

    
             

 
 

       
ln x

ln ln ln ln
 ln 1 ln 1   1 1


   

        . 

 

Γ. Η εμίζσζε γξάθεηαη : 

   
 

 2 2 2
ln x 1

ln x 1 1 ln x 1 f x 1
ln x


              5  

Όκσο ε f είλαη ζπλερήο ζην A θαη  2 1 f A    αθνύ 
2 1 1   . 

Καηά ζπλέπεηα από ΘΔΤ ππάξρεη  0x 1,  ώζηε   2

0f x 1    θαη ιόγσ κνλνηνλίαο είλαη 

κνλαδηθό. 

 

 

25. 

 

Α. Η δεηνύκελε αληζόηεηα    f x 2f x   ηζνδύλακα γξάθεηαη : 

2
2 2 2 21 1 1

2x 2 x  2 x 2 x 2x x 2x 2 2x 1 0
2 2 2

   
              

   
 

 
2

2x 1 0   πνπ ηζρύεη γηα θάζε x R . 

Β. Η ζπλάξηεζε κε    2xg x e f x  γξάθεηαη : 

i)       2x 2 2x 2 2x 21 1 1
g x e x g x e x e x

2 2 2

  
     

           
     

 

   2x 2 2x 2x 21 1
g x 2e x e 2x g x 2e x 2x 0

2 2
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Αθνύ 
2x2e 0   θαη 

2

2 1 1
x 2x x 0

2 2

 
     

 
θαη ε ηζόηεηα  g x 0  ηζρύεη κόλν γηα ην 

κεκνλσκέλν ζεκείν 
1

x
2

 .Καηά ζπλέπεηα ε g είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην R . 

ii) Δίλαη 
 

 
2 ln 3

9
f 2 92ln 2 ln 2 2 ln 2 ln3 e e

3f 1 3

2

          

2e 3  πνπ ηζρύεη γηαηί 

   
g

2 1 2 2 0 2 2 21 1 3 1
1 0 g 1 g 0 e 1 e 0 e 3e 1

2 2 2 2


        

              
   

 

2 2 1 21
e e 3 e 3

3

        ,εδείρζεη . 

iii)Γηα 

               
2xg e

2x 2 0 2x 2xx 0  g x g 0 e f x e f 0 e f x f 0   f x f 0 e
 

             

 

26. 

 

A.θαλεξά ηζρύεη 
x 21 e 0  ,γηα θάζε x R , νπόηε ην πεδίν νξηζκνύ ηεο f είλαη fA R . 

     Δίλαη αθόκε        
x 2

x 2 x 2 x 2

x 2

1 e
f x ln 1 e x 2 ln 1 e ln e ln

e


  




         ,νπόηε θαη  

 
x 2

1
f x ln 1

e 

 
  

 
       1  

Δίλαη      
x 2

x 2 x 2

x 2 x 2 x 2

1 e 1
f x ln 1 e x 2 1 e x 1 0

1 e 1 e 1 e


 

  

              
    

 

γηα θάζε x R . Καηά ζπλέπεηα ε f είλαη γλεζίσο  θζίλνπζα ζην R . 

 

B. i ε f σο γλήζηα κνλόηνλε είλαη θαη 1 1 , δειαδή ζα αληηζηξέθεηαη. 

     Έηζη 1 ff
A    . 

Όκσο ε f είλαη ζπλερήο θαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην R ,νπόηε : 

    f
x x
lim f x , lim f x
 

       2  

    x 2

x 2x x x

1
lim f x lim ln 1 e x 2 lim ln 1 x 2

e



   

                  
, αθνύ : 

   

x 2

1
1 u

e
u 1

x 2x

1
lim ln 1   ln1=0

e

 

 
  

  

 

 
  

 
 θαη    

x x
lim x 1 lim x
 

       

  

1
1 u

e2
u 1

x 2x x

1
lim f x lim ln 1   ln1=0

e

 
  

  

 

  
    

  
θαη από ηελ  2  παίξλνπκε  f 0,    
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     ii  επεηδή ε f είλαη ζπλερήο ,γηα ηελ εμίζσζε ζα αλαδεηνύκε θάζε θνξά ,αλ ν αξηζκόο  

          1 ln 1   , >1     αλήθεη  ή όρη ζην  f 0,   .Έηζη : 

   αλ    1 ln 1 0 ln 1 lne 1 e 1 e           ,ε εμίζσζε είλαη αδύλαηε . 

   αλ      1 ln 1 0 ln 1 lne 1 e 1 e 1,1 e             ,ε εμίζσζε    

     έρεη κνλαδηθή ιύζε ,γηαηί : 

O αξηζκόο    f1 ln 1 0,     θαη αθνύ ε f είλαη ζπλερήο ,από ΘΔΤ πξνθύπηεη όηη 

ππάξρεη 0x R ηέηνην ώζηε    0f x 1 ln 1    θαη επεηδή ε f σο γλήζηα κνλόηνλε ,ην 0x είλαη 

κνλαδηθό . 

 

. ε αλίζσζε γξάθεηαη ηζνδύλακα  

          
f 6f x f 6f xe 1 e 1

e ln e ln f 6f x f 3
e e

   
       

       
f  1

6f x 2 f x f x f 3
2



                 3  

Όκσο  

 
 

 
 

x 2
x 2

2 2x 2 x 2 x 2

1 1 e
f x 1 e 0

1 e 1 e 1 e




  

            
 , x R . 

Καηά ζπλέπεηα ε f  είλαη γλεζίσο αύμνπζα ( f θπξηή) . 

Έηζη       
f

3 f x f 2   x>2


    . 

. ε εμίζσζε ηεο εθαπηόκελεο ηεο fC ζην ηπραίν ζεκείν 0x ,έρεη θιίζε  0f x θαη επεηδή  είλαη 

παξάιιειε ζηελ επζεία   
1

y x 3
2

    ζα ηζρύεη      

f
f  1 1

0 0 0

1
f x f x f 2  x 2

2

 
   

        . 

Έηζη έρνπκε         
1 1

y f 2 f 2 x 2 y ln 2 x 2 y x 1 ln 2
2 2

             . 

Γηα ηελ αλίζσζε  ,ζα αμηνπνηήζνπκε όηη καο είλαη γλσζηή ε θπξηόηεηα ηεο f  

θαη ε εθαπηόκελε ηεο ζην 0x 2 . 

Αθνύ ινηπόλ ε f είλαη θπξηή ,ζα ηζρύεη    f x y x ,γηα θάζε x R .(  y x ε εθαπηόκελε). 

 

Έηζη 

 

   
x 2

x 2 x 21 x 1 e x 2
ln 1 e x 2 x 1 ln 2 ln 1 e ln 2 1 ln

2 2 2 2


   

                  4 . 

΄Δηζη ε δνζκέλε  αλίζσζε ,ιόγσ ηεο  4    
x 2

0

1 e x 2
ln f x y x x 2

2 2

 
      , 

όπνπ 0x 2 ην ζεκείν επαθήο . 

27. 

 

  Γηα ην ΠΟ πξέπεη       
x 1

0 x 1 x 0 x ,0 1,
x


           ,  νπόηε  



επαλάιεςε - 2                                                                                                                         106  
… Πρϊξεισ παιδεύασ ! 
 

                                                         fA ,0 1,     

 Δίλαη 
 

1
f (x) 0

x x 1
  


    x ,0 1,    ,θαηά ζπλέπεηα ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα 

     ζε θάζε έλα από ηα δηαζηήκαηα    ,0 , 1,  . 

Η f είλαη ζπλερήο ζε θάζε έλα από ηα παξαπάλσ δηαζηήκαηα θαη  ,νπόηε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο 

δίλεηαη από ηνλ ηύπν            
x xx 0 x 1

f lim f x , lim f x lim f x , lim f x
   

    .  1  

 

Όκσο : 

  

1
1 u

x
u 1

x x x u 1

x 1 1
lim f x lim ln lim ln 1  limln u 0

x x

 
  

  

   

  
     

 
 

  

1
1 u

x
u

ux 0 x 0 x 0

x 1 1
lim f x lim ln lim ln 1  lim ln u

x x  

 
  

  

  

  
      

 
 

  

x 1
u

x
u 0

x 1 x 1 u 0

x 1
lim f x lim ln  lim ln u

x



  

 
 

 
 

  


      

  

1
1 u

x
u 1

x x x u 1

x 1 1
lim f x lim ln lim ln 1  limln u 0

x x

 
  

  

   

  
     

 
 

΄Δηζη από ηελ  1 πξνθύπηεη όηη 

         f 0,+ ,0 ,0 0,+          

 

 Γηα e   είλαη :  

   
1

fln 1
eln 1 ln 1 1

e ln ln 1 f ln f e ln ln e e
ln ln e

 
 

 
   

            
   

, 

πνπ ηζρύεη . 

 

Έηζη ινηπόλ γηα , e    έρνπκε 

1
ln 1

eln 1
e

ln

 
 

 





 θαη 

1
ln 1

eln 1
e

ln

 
 

 





,κε πξόζζεζε δε  

                                                   πξνθύπηεη 

1
ln 1

eln 1 ln 1
2e

ln ln

 
 

 
 

 
 

 

 

 Γηα ηελ θπξηόηεηα ηεο f έρνπκε : 

   
  

 
2 22 2

1 1 1 2x
f (x) x x 1

x x 1 x x 1 x x 1

        
   

 , νπόηε : 

1
f (x) 0 1 2x 0 x

2
        θαη έηζη πξνθαλώο πξνθύπηεη όηη : 

 γηα  x ,0  είλαη f (x) 0  ,δειαδή ε f είλαη θπξηή ζην  ,0 . 
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 γηα  x 1,  είλαη f (x) 0  ,δειαδή ε f είλαη θπξηή ζην  1, . 

 

Γηα ηηο αζύκπησηεο ηώξα κε βάζε ηα όξηα πνπ βξήθακε ζην  εξώηεκα ,πξνθύπηεη όηη : 

 ε fC έρεη θαηαθόξπθε αζύκπησηε ηελ επζεία x 1 θαη 

 νξηδόληηα αζύκπησηε ηελ επζεία y 0  ,δειαδή ηνλ άμνλα x x . 

 

Με βάζε δε ηα παξαπάλσ έρνπκε ηελ παξαθάησ πξόρεηξε γξαθηθή παξάζηαζε  

 

 
 

28. 

 

.  Γηα ηελ ζπλάξηεζε f έρνπκε : 

 ην πεδίν νξηζκνύ ηεο είλαη θαλεξά ην  fA 0,   θαη 

 

 
2

1 1
2 x ln x

1 2x 2 ln xx xf (x)
2 x 4x x2 x

  
 

      1  

Όκσο 4x x 0  γηα θάζε fx A ,νπόηε είλαη πξνθαλέο όηη ην πξόζεκν ηεο f  εμαξηάηαη από ηελ 

παξάζηαζε 2x 2 ln x  θαη έηζη ζέηνπκε h(x) 2x 2 ln x,x 0    κε  h 1 0 , νπόηε : 

1
h (x) 2 0

x
    ,άξα ε h είλαη γλ. αύμνπζα .θαη έηζη  : 

    γηα x 1  h(x) h(1) 2x 2 ln x 0      ,νπόηε (ιόγσ  1 ) θαη  f x 0  . 

    αληίζηνηρα γηα 0 x 1 g(x) g(1) 2x 2 ln x 0        ,νπόηε θαη  f x 0  . 

 

   Έηζη πξνθύπηεη ην πξόζεκν 

   ηεο f    , άξα ε f γηα x 1   

   έρεη νιηθό ειάρηζην ην f (1) 1  
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Γηα ηελ ζπλάξηεζε g έρνπκε : 

 ην πεδίν νξηζκνύ ηεο είλαη  
gA R  θαη 

  g x 2x 2       νπόηε είλαη  

   g x 0 2x 2 0 x 1         

   Έηζη  ε g  γηα x 1   έρεη  νιηθό κέγηζην ην g(1) 1  

 

 

B.γηα ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο f παίξλνπκε θάζε έλα από ηα δηαζηήκαηα κνλνηνλίαο ηεο θαη έηζη  

    γηα  x 0,1  είλαη        1
x 0

f A f 1 , lim f x 1,


  


, 

αθνύ     
x 0 x 0

1
lim f x lim x ln x 0

2 x
  

 
         

 
 

    γηα  x 1,   είλαη        2
x

f A f 1 , lim f x 1,


  


,γηαηί 

 
x x

ln x
lim f x lim x 0

2 x 

 
      

 
, αθνύ 


x
lim x


   θαη   
 

 
x DLH x x x x

1
ln xln x x 1xlim  lim lim lim lim 0

1 x2 x x
2 x

x





    


    


. 

Έηζη γηα ην ζύλνιν ηηκώλ  πξνθύπηεη            1 2f A f A f A 1, 1, 1,         

 

. Δίλαη πξνθαλέο όηη εμίζσζε   2f x 6 6    έρεη ιύζε ζην R ,όηαλ ν αξηζκόο     

              
2 6 6   αλήθεη ζην ζύλνιν ηηκώλ ηεο f ,δειαδή αξθεί λα ηζρύεη  

                          2 26 6 1 6 5 0 ,1 5,            . 

 

.  Δίδακε ζην A εξώηεκα όηη :  minf x 1 ,νπόηε  f x 1  γηα θάζε x 0  θαη έηζη : 

     f 2 1 1  ,  1f e 1  ,νπόηε θαη    1f 2 1 f e 2     2 ,νπόηε  

    ε δνζκέλε αλίζσζε    1f 2 1 f e 2   ,ιόγσ ηεο  2  γξάθεηαη ηζνδύλακα  

   1f 2 1 f e 2   θαη ηζρύεη κόλν όηαλ : 

 

  1 1 01

f 2 1 1 2 1 1 2 2
1

e 1 e ef e 1
 

      
     

   

 

 

. Ηδνζκέλε  εμίζσζε γξάθεηαη ηζνδύλακα : 

   2ln x
1 x x 2 x 2x 1 x x 2 x ln x 2x 2 x x 4x x lnx

2x
             

   
:2 x

2 2ln x
2x lnx 2 x x 4x x x x 2x f x g x

2 x
               3  
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Όκσο από ην A εξώηεκα έρνπκε όηη :  minf x 1 θαη  maxg x 1 θαη ην  ΄΄ ΄΄ ηζρύεη κόλν γηα 

0x 1 .Καηά ζπλέπεηα ε      0 0 03 f x g x 1 x 1     . 

 

 

 
 

 

 

29. 

 

A.  Τν πεδίν νξηζκνύ ηεο f είλαη fA R . 

     Δίλαη    
x

x x

x x

1 e 1
f x f (x) e x 1 e 1 1

e e

              . 

Όκσο 
xe 0  γηα θάζε x R ,νπόηε ην πξόζεκν ηεο    

             f x θαζνξίδεηαη από ην 
xe 1 . 

Έηζη :   x x 0f x 0 e 1 0 e e x 0          

Από ηνλ πίλαθα κεηαβνιώλ πξνθύπηεη όηη  

ε f  γηα x 0  έρεη νιηθό ειάρηζην ην f (0) 0 . 

Γηα ην πξόζεκν ηεο  f x  έρνπκε : 

f

x 0 f (x) f (0) f (x) 0


      θαη  

f

x 0 f (x) f (0) f (x) 0


      

 

B. Γηα ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο f παίξλνπκε θάζε έλα από ηα δηαζηήκαηα κνλνηνλίαο . 

 

   γηα  1x Α ,0   έρνπκε όηη ε f είλαη ζπλερήο θαη γλ. θζίλνπζα ,νπόηε   

                                          1
x

f A f 0 , lim f x 0,


  


 ,αθνύ :  f 0 0 θαη 
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 x

x xx x x

1 1
lim f (x) lim x 1 lim 1 xe 1

e e  

   
          

   
 

     , εθόζνλ  

 
 

x

x x x xx x x DLH x x

1 x (x) 1
lim , lim xe lim lim lim 0

e e (e ) e

 
 
 

      

 
      

  
 θαη 

x

x
lim (1 xe ) 1 0


   ,   

 

   γηα  2x Α 0,   έρνπκε όηη ε f είλαη ζπλερήο θαη γλ. αύμνπζα ,νπόηε   

                                          2
x

f A f 0 , lim f x 0,


  


 ,αθνύ :  f 0 0 θαη 

xx x

1
lim f (x) lim x 1

e 

 
     

 
 

άξα ην ζύλνιν ηηκώλ, είλαη  f (A) 0,   

ε εμίζσζε γξάθεηαη :  

   
xe

x x x1 x 1 e α 1 e e x 1 α 1 f (x) α 1


            ,νπόηε : 

 αλ  α 1 α 1 0 α 1 f A        ,νπόηε ε εμίζσζε είλαη αδύλαηε . 

 αλ  α 1 α 1 0 α 1 f A        ε εμίζσζε γξάθεηαη f (x) 0  

      θαη έρεη κνλαδηθή ιύζε ηελ x 0  

 αλ  α 1 α 1 0 α 1 f A       ,νπόηε ε εμίζσζε έρεη δύν ιύζεηο  

   εθόζνλ 1 2α 1 f (A ) , α 1 f (A )     θαη ζε θάζε έλα από ηα δηαζηήκαηα 1 2A ,A  ε f  είλαη 

   γλεζίσο κνλόηνλε . 

 

Γ.  ζεσξνύκε ηελ ζπλάξηεζε  
2

xx
g(x) 1 x e , x 0,

2

       θαη έρνπκε  

xg (x) 1 x e f (x) 0        από εξώηεκα A ,άξα g   . 

Έηζη γηα 
2 2g

x xx x
x 0 g(x) g(0) 1 x e 0 1 x e

2 2


              

Γ. Η εμίζσζε γξάθεηαη ηζνδύλακα       2 2f x f x ln x f (x) f x ln x      

 παξαηεξνύκε όηη ε  ε x 1  είλαη πξνθαλήο ιύζε  

 αλ 
f

2 2 2x 1 ηόηε ln x 0 , x x 1 f (x ) f (x) f (x) f (x ) 0


          , αδύλαηε 

 αλ 
f

2 2 20 x 1 ηόηε ln x 0 , 0 x x f (x ) f (x) f (x) f (x ) 0


           , αδύλαηε εθόζνλ ηα 

δύν κέιε ηεο εμίζσζεο είλαη εηεξόζεκνη αξηζκνί . 

 Καηά ζπλέπεηα ε x 1  είλαη κνλαδηθή ιύζε  

 

 

30. 
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Γ1.α. Γηα ην πεδίν νξηζκνύ ηεο f  πξέπεη : 

1
x 0

x

x 0 x 0

x 0


 


  

 



 

θαη θαηά ζπλέπεηα ην πεδίν νξηζκνύ ηεο f  είλαη     fA 0,   

 

β. Γηα ηνλ ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο f ,έρνπκε :    

                               
1

ln x
x ln x 1 ln x 1 ln x

f x e x x
x x x x

 
 

 


          1  

 

γ. Γηα ηελ κνλνηνλία θαη ηα αθξόηαηα ηεο f ,από ηελ ζρέζε  1  παξαηεξνύκε όηη ε 

   f  είλαη θαλεξά παξαγσγίζηκε ζην  0, ,κε 

    
     

2 2

1
x 1 ln x1 ln x x 1 ln x x1 ln x xf x x x 1

x x x

     
        

 
 

                                                         
2

2

x ln x
f x

x


       2  

 

Από ηελ ζρέζε  2  παξαηεξνύκε  όηη γηα ηα  x 0,  ,ην πξόζεκν ηεο  f x εμαξηάηαη από ην 

πξόζεκν ηεο ζπλάξηεζεο     2g x x ln x     3 ,γηα ηελ νπoία έρνπκε όηη : 

     
2

2 1 2x 1
g x x ln x 2x

x x

       κε  x 0,  . 

   
   2 x 0 x 0

222x 1 1 1 1
g x 0 0  2x 1 0 x x  x

x 2 2 2

 
               

                                 από όπνπ θαη πξνθύπηεη ν πίλαθαο πξνζήκσλ  ηεο   g x . 

 

 
                                                                                        η.ε. 

  όκσο ε  g  είλαη ζπλερήο ζην  0,  θαη επεηδή έρεη έλα ηνπηθό αθξόηαην ,ζα  

    είλαη θαη νιηθό. 

    Καηά ζπλέπεηα  ε ζπλάξηεζε g ,έρεη νιηθό ειάρηζην ην  : 

                               
2

11 1 1 1 1
g ln ln 2 ln 2 0

2 22 2 2

   
         

   
 

1/ 2  
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       Γηαηί  
 y ln x

2 1    ln 2>ln1 ln 2>0


  


,νπόηε θαη  
1 1

g ln 2 0
22

 
   

 
 

    Οπόηε γηα θάζε  x 0,  ,είλαη     
1

g x g 0 g x 0
2

 
    

 
 ,νπόηε ιόγσ  

   ησλ    2 , 3 πξνθύπηεη όηη   f x 0   ,  x 0,   θαη θαηά ζπλέπεηα  

   ε ζπλάξηεζε f  είλαη γλεζίσο αύμνπζα  ζην  0, θαη δελ έρεη αθξόηαηα. 

 

Γ2. Γηα ηελ ζπλάξηεζε h έρνπκε :  

           
2

2 2 2

2

x ln x
h x x f x x x ln x g x

x


       ,  x 0,    3  

  Δίδακε ζην πξνεγνύκελν εξώηεκα όηη ε g  έρεη νιηθό ειάρηζην ,νπόηε ιόγσ   3  

    είλαη : 

       min min

1 1 1
h x g x g h ln 2

22 2

   
       

   
 

       2

x 0 x 0
lim h x lim x ln x 0

  
        

     2 2

2x x x

ln x
lim h x lim x ln x  lim x 1

x



  

 
    

 
    4 .   Όκσο 

2

x
lim x


   θαη  

 

 

 

/
2

2 2x DLH x x x2

1Οη ζπλαξηήζεηο
ln xln x 1xlim    y lnx  , y x  είλαη  = lim lim lim 0

x 2x 2x
xζπλερείο θαη παξαγωγίζηκεο

 

   

 
 

      
 

 

 

νπόηε από ηελ  4  πξνθύπηεη όηη       
x
lim h x 1 0


      

 

x 0              1/ 2          +∞ 

h΄(x)

 
         -              + 

 

 

h(x) 

                         

                 o.ε  

        
1

ln 2
2
    

 

Από ηελ ζπλέρεηα ηεο  h  ζην  0,  θαη ηα παξαπάλσ ,πξνθύπηεη όηη 

ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο h  είλαη :  h

1
ΣΤ h A ln 2 , +

2

 
   

 
     5  

 

             Γ3. Η ζπλάξηεζε h είλαη ζπλερήο ζην  0, ,νπόηε γηα λα έρεη ε  εμίζσζε      

                                                 2h x θ θ 1 ln 2     

       κηα ηνπιάρηζην ιύζε ζην  0, ,γηα θάζε πξαγκαηηθό αξηζκό  θ ,  
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 αξθεί ν αξηζκόο 
2θ θ 1 ln 2    (ιόγσ ΘΔΤ),λα είλαη ηηκή  

     ηεο  h x  ,δειαδή λα αλήθεη ζην ζύλνιν ηηκώλ ηεο.  

     Δίλαη 
2θ θ 1 ln 2 R    ,αθνύ 

2θ θ 1 0      

    (
2Γ 1 4 1 1 3 0       ) 

Οπόηε ιόγσ ηεο  5  αξθεί :      

2 2 21 1 1
θ θ 1 ln 2 ln 2 θ θ 1 θ θ 1

2 2 4
               

       
24θ 4θ 3 0    πνπ ηζρύεη γ ηα θάζε θ R ,αθνύ 

2Γ 4 4 4 3 32 0       .  

Καηά ζπλέπεηα εδείρζεη ην δεηνύκελν.  

 

             Γ4.  Γηα ην δεηνύκελν όξην έρνπκε :  

       

      33 2x f x x
1 1 1 1

xεκ ζπλ x εκ x ζπλ
x x x x

f x
   

  
 




 


  6 ,νπόηε :  

 

                      
2 2

2

2x x x

oη ζπλαξηήζεηο
x ln x x ln x

lim xf x lim x lim y x ln x  , y x είλαη 
x x

ζπλερείο θαη παξαγωγίζηκεο
  

 
  

      
 
 

 

              θαη έρνπκε απξνζδηνξηζηία 



 ,αθνύ από Γ3 εξώηεκα θαη ζρέζε  4 , είλαη 

 2

x
lim x ln x


   ,νπόηε από ηνλ θαλόλα De L Hospital  παίξλνπκε 

  
 22 DLH

x x x x

1
2xx ln xx ln x xlim xf x lim  lim  lim

x x 1   

 
     


 

 

                       γηα ην όξην 
3

x

21 1
x εκ x ζπλ

x x
lim






 
 

 ,  ζέηνληαο  

1
u

x
  ,είλαη γηα x   u 0    ,  ηόηε  γξάθεηαη  

 

 

DLH

u 0 u 0 0
3

3u
2 3

εκu uζπλu1 1 εκu uζπλu
εκu ζπλulim lim  

u u u
u

lim
    

 
 


 




 
 

 

2 2
u 0 u 0 u 0 u 0

1 1 1
lim lim lim lim 1

3u 3u 3u

ζπλu ζπλu uεκu uεκu εκu

3

u

3 3

ε

u

κ
      

      
 

 

 

Οπόηε από ηελ  6  θαη ηα παξαπάλσ όξηα πξνθύπηεη όηη  

 

                                 3 1 1
xεκ ζπλ

x x

1
x f x

3
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ζεκείσκα  γηα  ππνςεθίνπο 

 

Φίινη καζεηέο. 

Μελ πεξηκέλεηε από ηηο όπνηεο ππνδείμεηο ,κεζόδνπο θαη θόιπα λα κάζεηε, αλ δελ δηαβάζεηε ηελ 

αληίζηνηρε ζεωξία θαη δελ ηελ εκπεδώζεηε. Πξνζνρή ινηπόλ ζηελ κειέηε ηνπ 1
νπ

 θεθαιαίνπ  

Όρη απινί ζεαηέο, αιιά πξσηαγσληζηέο ! 

 

Σα καζεκαηηθά ζέινπλ γλώζε θαη ...θαληαζία. Ζ θαληαζία είλαη έκθπηε, ε γλώζε 

θαη ε ηαθηηθή  απνθηηέηαη.  

 

Α. ...ιίγν πξηλ ιύζνπκε κηα άζθεζε αο έρνπκε ππόςε ηα εμήο  

 

Μηα άζθεζε καζεκαηηθώλ ιύλεηαη εθόζνλ έρνπκε ηηο απαξαίηεηεο γλώζεηο, ην ζάξξνο θαη ηελ 

ηθαλόηεηα λα δεκηνπξγνύκε κόλνη καο ηελ ιύζε ηεο. Απηή ε ηθαλόηεηα δελ είλαη έκθπηε…  

 αθήλνπκε ηα δεδνκέλα θαη ηα δεηνύκελα ηεο άζθεζεο λα καο νδεγήζνπλ.  

 εξκελεύνπκε ζωζηά ηα δεδνκέλα θαη ηα δεηνύκελα 

 ζπζρεηίδνπκε ηα δεδνκέλα θαη ηα δεηνύκελα κε ηηο γλώζεηο ηηο νπνίεο έρνπκε.  

 εθαξκόδνπκε δηάθνξεο ηερληθέο, αξθεί απηέο λα ζπκθωλνύλ κε ηε ινγηθή  καο. 

 ειέγρνπκε ηα απνηειέζκαηα. Δίλαη θπζηθό λα θάλνπκε θάπνηα ιάζε ηα νπνία πξέπεη λα 

αλαδεηάκε θαη λα ηα δηνξζώλνπκε.  

 Πξνζέρνπκε θάπνηα θξπθά ζεκεία ηωλ δεδνκέλωλ – δεηνύκελωλ. 

 Σε θακηά πεξίπηωζε δελ δερόκαζηε όηη δελ κπνξνύκε λα ιύζνπκε ηελ άζθεζε. 

 

 

Β. Γηα λα ιύζνπκε κηα άζθεζε: 

    

 Πνιινί ιέλε: "Από πνύ λα αξρίζσ;" Μα θπζηθά από απηά πνπ δεηάο. 

    Εεηάο έλαλ αξηζκό; Βάθηηζε ηνλ x. Εεηάο έλα ζεκείν; Βάθηηζε ην Μ(xν,yν), δεηάο κία επζεία;   

     Βάθηηζε ηελ y=ιx+β  θ.ι.π. 

 

 Αλαθαιύςηε ηα δεδνκέλα ηεο άζθεζεο πνπ δελ θαίλνληαη κε ηελ πξώηε καηηά. 

    

    α. Δληνπίδνπκε ζε πνην ζεώξεκα...θνιιάεη. Όιεο νη αζθήζεηο αλαθέξνληαη  θάπνπ. Δληόπηζε ην. 

    β. Διέγρνπκε αλ ε δεηνύκελε πξόηαζε κεηαζρεκαηίδεηαη ζε ηζνδύλακε ηεο !  

    γ. Δξγαδόκαζηε ζηελ ππόζεζε θαη ζην ζπκπέξαζκα θαη θαηαιήγνπκε ζε ίδην απνηέιεζκα. 

    δ. Μεηαζρεκαηίδνπκε ηελ πξόηαζε πνπ καο δεηνύλ θαη θαηαιήγνπκε ζε πξόηαζε πνπ ηζρύεη. 

    ε. Υπνζέηνπκε όηη ε πξόηαζε δελ ηζρύεη θαη θαηαιήγνπκε ζε άηνπν.  

   ζη. Μήπσο ζηεξίδεηαη ζην πξνεγνύκελν εξώηεκα; 

    δ. Εσγξαθίδνπκε ηα δεδνκέλα αλ είλαη δπλαηόλ. 

 

Καιή επηηπρία. 



επαλάιεςε - 2                                                                                                                         115  
… Πρϊξεισ παιδεύασ ! 
 

Τ   Γ 

 

 

Θα είλαη ραξά καο  λα καο ππνδείμεηε ηα όπνηα ιάζε ζηα βηβιηνκαζήκαηα θαη λα θάλεηε ηηο όπνηεο 

παξαηεξήζεηο - ππνδείμεηο ζρεηηθά κε ηελ πξνεηνηκαζία ζαο ή όηη άιιν εζείο λνκίδεηε . 

      

Βαγγέιεο  Α  Νηθνιαθάθεο 
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vagnik53@gmail.com 
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